URCITY INTEGRAL FUNKCE

Formulace: Nasim cilem je urcit pfibliznou hodnotu urc¢itého integralu

kde predpoklddame, Ze funkce f je na intervalu (a, b) integrovatelna.

Poznamka: Geometricky vyznam integrélu I(f) (viz obrazek) je obsah plochy mezi
grafem funkce f a osou x na intervalu {(a, b).

y = f(x)

b T

Numerické metody vypoctu integralu uzivime zejména tehdy, kdyz I(f) neni mozno
spocitat analyticky (velmi Casty pfipad) nebo je sice analytické FeSeni mozné, ale je velmi
pracné. V pripadé ze mame zadanu funkci f tabulkou, neni ani jiny pfistup mozny.

Priklad: Chceme-li uré¢it obsah plohy mezi grafy funkci f a g, uzijeme urcity integral.

Yy

Pro obsah potom plati



Ptirozeny princip numerickych metod pro vypocet integralu vychazi z aproximace
funkce. Danou funkci f nahradime jeji vhodnou aproximaci ¢ a jako aproximaci integralu
I(f) prohlasime hodnotu integralu I(yp), tj.

1) % 1) = [ pla)dr.

Poznamka: Narozdil od vypoctu derivace je vypocet integralu stabilni, protoze je-li
¢ dobrou aproximaci funkce f na intervalu (a, b), je integral I(¢) dobrou aproximaci I(f).
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Princip vétsiny metod na vypocet urcitého integralu / f(z) dx je zaloZen na tom, Ze

a
interval (a, b) rozdélime na N podintervald (xy, xy1) tak, Ze
a=20<T1<Tog<...... <any_1<zy=0b

Na téchto podintervalech nahradime funkci f polynomem a integrujeme tento polynom.
Vzorce pro vypocet integralu (tzv. kvadraturni vzorce) na intervalech (xy, zx11) budeme
nazyvat zakladni a vzorec pro vypocet hodnoty integralu ptes cely interval (a,b) budeme
nazyvat slozeny (slozeny kvadraturni vzorec je dan sou¢tem zakladnich kvadraturnich
vzorcll).

Pro jednoduchost budeme ptredpokladat, Ze jsou vSechny podintervaly (zy, x5 1) stejné

velké, tj. mame tzv. ekvidistantni uzly, které mtzeme vyjadrit jako xp = x¢ + kh, kde
b—a
k=0,1,...,N—1 h = )
) Y Y a’ N

Uvedme si nyni t¥i nejjednodussi zékladni kvadraturni vzorce, které patii mezi tzv.
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce.

1) Obdélnikové pravidlo (funkci f nahrazujeme konstantni funkei )
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2) Lichobéznikové pravidlo (funkci f nahrazujeme linearni funkei ¢)
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[f(zr) +4f (zrp1) + fre2)] = Sz(f, h)

Priklad k procviceni: Odvodte zékladni vzorec pro Simpsonovo pravidlo.

Poznamka: Zakladni vzorce v pfedchozim textu jsme odvodili na zakladé geometrické
interpretace. V pripadé, ze bychom chtéli vyjadrit soucasné i vztahy pro chyby téchto
vzorcl, museli bychom pouzit k odvozeni Taylortv rozvoj. Ziskali bychom tyto vztahy:
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Priklad: Pomoci vyse uvedenych Newtonovych-Cotesovych vzorci vypoctéte integral

1,2
/ e’ dx.
1

ReSeni: (Piesné feseni je [¢”]}? = el — ! = 0,601835.)

Ry(e%; 0,2) = 0,2e"! = 0,600833 chyba: 0,001002
2

Tz(€%; 0,2) = 02 (e"? 4 e!?) = 0,603839 chyba: 0,002003
1

Sy(e%; 0,1) = —==(e + 4e™' + e'?) = 0,601835 chyba: 0,000000

O

Poznamka: Vsimnéme si chyb. U obdélnikového pravidla vysla chyba mensi nez u
lichobéznikového, prestoze u lichobéznikového pravidla jsme funkci f aproximovali ,lepsi“
funkei ¢ (linedrni). Chyba u Simpsonova pravidla vySla mensi nez u ostatnich. Tyto vy-
sledky potvrzuji vztahy pro chyby jednotlivych vzorct na minulé strané. Fakt, ze obdélni-
kové pravidlo je presn€jsi nez lichobéznikové mizeme demonstrovat na obrazku:

Y

Chceme-li ziskat slozené kvadraturni vzorce, je tieba secist zakladni kvadraturni vzorce.
Pro uvedené zakladni Newtonovy-Cotesovy dostaneme tyto slozené kvadraturni vzorce:
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Pro chyby slozenych vzorcti potom plati:

2

I = R(f,h)+(b— a);f”(é)

h2
I'= T(f,h) = (b-a)5

I = S(f,h)—(b- a)1h80f(lv)(€)

1" (&)

Pro zptesnovani vysledkti nam, stejné jako u numerického vypoctu derivace, poslouzi
Richardsonova extrapolace. Nekdy se tato metoda také nazyva Rungeova metoda nebo
metoda polovi¢niho kroku. Ukazme si nyni jesté jednou, jak se vztah pro zpfesnéni odvodi:

h—
Piedpokladejme, Ze vyraz pro chybu ma tvar  e(f) = h*M, h= Na‘

Pfesnéa hodnota integralu je potom
I =K(h)+hM

, . . h
Integral vypocteme stejnym vzorcem, ale s krokem 5

h n\" £ ok
I=K|= —| M L —

ozn. €

Dostaneme

Dosadime-li h* do (5), ziskame

g2k M
M,

I=K(h)+

Ptredpokladame-li, Ze se hodnota derivace ve vyrazu e(f) pro chybu pfili§ neméni

M
(tj. M ~ M), potom T 1 a pro (5') a (6) musi platit
1

h
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a presnéjsi hodnota integralu je potom
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5
Priklad: Pomoci lichobéznikového pravidla vypoctéte / In z dx. Ke zpiesnéni pouzijte
1

Richardsonovu extrapolaci.
Reseni: Pro rozvoj chyby lichobé&znikového pravidla plati

I=T(f,h)+ aih®> + ash® +azh® +...
N—— N——
tab. k=2  tab. k=4

Vysledky opét zapiseme do tabulky

h|T(f h) 1. zpfesnéni (k = 2) | 2. zpfesnéni (k = 4)

4
4] S(n1+In5)=3,2188

3,8066 — 3,2188
_'_

2
§(In1+21n3+1n5 =

2 3
= 3, 8066 +3,8066 = 4, 0025
1 3,9827 — 3. 8066 4,0414 — 4,0025
. 5(1n1+21n2+21n3+ ’ 3 ’ + B

+2In4 +1nb) = 3,9827 | 43,9827 =4,0414 | +4,0414 = 4,04399

Pro kontrolu uvedme pfesnou hodnotu integréalu:

5
/ Inzdx =
1

u=Inz v =1

5
= [z Inz]} —/ dz =5Inb —4 =4,04719
. HUR9

u = V=2

!
x

Poznamka: Newtonovy-Cotesovy vzorce pouzivaji (m + 1) ekvidistantnich uzli a in-
tegruji presné polynomy az do m-tého stupné (mame na mysli zékladni vzorce na intervalu
(g, Tktm)). Pro zvyseni presnosti by se mohlo zdat vyhodné pouzit vice uzli a funkeci
f aproximovat polynomem vyssiho fadu. Ze zkuSenosti z aproximace funkce polynomem
ovsem vime, ze limitni pfipad polynomu stupné m — oo nemusi odpovidat piivodni funkci
(fikdme, ze Newton-Cotesovy vzorce nejsou konvergentni).



Dalsi skupinou metod pro vypocet hodnoty urcitého integralu jsou tzv. Gaussovy
kvadraturni vzorce. Jejich princip spoc¢iva v tom, Ze se snazime, aby kvadraturni vzorec
integroval presné polynomy co mozna nejvyssiho fadu. Obecné kvadraturni vzorec budeme
uvazovat ve tvaru

K(f) = iwif(xi)a

kde w; jsou tzv.vdhy a x; jsou uzly.

Uvazujeme-li, Ze na zdkladnim intervalu mame m + 1 bodi, dé& se ukézat, Ze nejvyssi
mozny stupen polynomu, ktery se pomoci kvadraturniho vzorce integruje presné, je 2m+ 1
(tomuto ¢islu fikdme algebraicky Fad presnosti). U Newtonovych-Cotesovych vzorci byl
stupenn m. Cenou za vyssi pfesnost budou ovSem neekvidistantni uzly. V nasledujicim
prikladé je ukazan postup pro nalezeni nejjednodussiho Gaussova kvadraturniho vzorce.

Piiklad: Urcete Gaussiv kvadraturni vzorec pro m = 0 (tj. v intervalu uvazujeme
pouze jeden uzel) a pro interval (—1,1).

Reseni: Pro m = 0 mé hledany kvatraturni vzorec tvar K(f) = wof(zo), kde vystu-
puji 2 neznamé wy a xo. Vime, Ze vzorec musi presné integrovat:

1) konstantu

b
—N

1 .
/bdszbp%Z’wg-f(xo) =  wy=2.
-1

2) linearni funkeci

1 x? ' a a o =
/ (ax+b) dx = [a + b:v] = — — — 420 we-f(ro) = 2b=2(azo+b) = z = 0.
= 2 L2 2
=0
’ Y
25 f
Nejjednodussi Gaussuv 2f /
kvadraturni vzorec je: 15}

K(f)= [ f@)de=2/0)+ 37O o )

chyba -1 0 1




Poznamka: Dalsi Gaussuv kvadraturni vzorec (pro m = 1) vypada takto:

k) = [ s@ae=r (<) +1 (L) + g/,

chyba

Geometricky si jej lze predstavit takto:
il )
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Poznamka: Koeficienty a uzly vzorct vyssich fadu jsou uvedeny v tabulkich. Opét
lze pouzivat slozené vzorce.

1
Poznamka: To, Ze jsme vyjadrili / f(z) dx neubird nic na obecnosti, mizeme totiz
1

libovolny interval (a, b) transformovat na (—1,1) a pouzit odvozené vztahy.



