DERIVACE FUNKCE

Na uvod si pripomenme definici derivace realné funkce jedné realné proménné.
Definice: Existuje-li pro danou funkci f : R — R vlastni (tj. koneéna) limita

L fath) — f(o)

h—0 h

ikame, ze funkce f(z) ma v bodé a derivaci. P¥islusnou limitu znac¢ime f'(a).

Poznamka: Geometricky vyznam derivace f'(a) (viz obrazek) je smérnice tecny kiivky
dané rovnici y = f(z) v bodé a (nebot tecna v bodé a je limitni polohou se¢ny pro h — 0).
Fyzikalné znadi derivace funkce y = f(x), kde x je ¢as a y draha pohybu, limitu z primérné
rychlosti, tedy okamzitou rychlost v case a.

Poznamka: Pro danou funkei f(z) vyjadiuje derivace f’(zg) miru ,stoupani“, resp.
yklesani v bodé z .




Poznamka: Geometricky vyznam druhé derivace f”(zg) souvisi s mirou ,zak¥iveni
grafu funce f v bodé x(. Pro ilustraci si uvedme dva pfiklady $patné vystavby pomyslné
silnice. V prvnim p¥ipadé ve vyznacenych bodech viibec neexistuje prvni derivace (derivace

)

se v téchto bodech méni skokové)

Ve druhém ptipadé je tvorena komunikace ¢astmi dvou kruznic o riiznych polomérech r
a R. Prvni derivace je v tomto pfipadé spojita i ve vyznacenych bodech (¥ikdme, Ze funkce
je ,hladka“), nevhodnost tohoto pfipadu je zpisobena skokem v hodnotach tzv. k¥ivosti,
ktera je v pfipadé kruznice konstantni a je rovna prevracené hodnoté poloméru (tj. 1/r a
1/R). Pro tplnost dodejme, ze vztah pro kfivost je dan vzorcem

B f//2
ST

kde f” je druh4 derivace funkce f.

Zpusoby odvozeni vzorcu pro vypocet derivace

1. Odvozeni pomoci interpola¢niho polynomu

Pro funkci f, ktera je zadana tabulkou, sestrojime interpola¢ni polynom a derivaci
funkce f v bodé a ztotoznime s derivaci tohoto interpola¢niho polynomu v bodé a.

Y




Poznamky:
— Stupen polynomu nemiize byt nizsi nez fad pocitané derivace.

— Pro jednoduchost hleddme hodnotu derivace v uzlovém bodé a navic uvazujeme
ekvidistantni uzly s krokem h.

. Odvozeni pomoci Taylorova rozvoje
Pro dostateéné hladkou funkei f plati (pro h > 0):

2
Flao+ 1) = f(wo) + hf'(wo) + o f'(6), & € (0,0 + )

h2
f(wo —h) = f(xo) — hf'(xo) + ?f//(§2)7 &2 € (zo — h, 70)
Z prvni rovnice potom plyne vztah

fi(ao) = LI Z G2 e

:DPf(J:OJ—L)

POdObIlé ze druhé rOVnice
F/(ilfo) f( 0) ( 0 )

=Dr, f(zo0,h)

+ohf' ()

Obdrzeli jsme dva zakladni dvoubodové vzorce Dpf(zg, h) a Dy f(xg, h), tzv. pra-
vou a levou pomérnou diferenci.

Podobné odvodime dalsi vzorce pomoci Taylorova rozvoje vyssich rada. Plati:

2 3
F(wo-+B) = f(a0) + ' (z0) + 5 "(20) + (&), € € (w0 -+ )

2 3
F(o = B) = Flzo) = hf (o) & - (20) — & 1"(€), & € (0~ by 0)

Po odecteni obdrzime:
3

Flro+h) — o — ) = 20f'(ao) + 2 (77160) + 17(62)

Odtud vyjadiime prvni derivaci a ziskdme t¥ibodovy vzorec D¢ f(xo, h), tzv. cent-
ralni pomérnou diferenci
f(zo+h)— flzg—h h?
Gt M TE =l B e) + @)
Dc f(zo,h) O(h?)

f(wo) =




Uvedené vzorce jsou pro vypocet prvni derivace f'(xg), pro vypocet druhé derivace
f"(z0) miizeme pouzit naptiklad vzorec, ktery dostaneme po secteni vztaht:
4

2 3
Flo 4 ) = flamo) + hf (o) + 5 £ (w) + ¢ f" (o) + 5 FO(E), & € (w04 B)

2 3 4
f(zo—h) = f(zo) — hf (o) + };f”(xo) - h

h? ht
f(zo +h)+ f(xo — h) = 2f(x0) + 5]”’(950) + ﬁ(f(4)<§1) + (&)
Odtud vyjadfime druhou derivaci a ziskame t¥ibodovy vzorec pro druhou derivaci

Piay) = Lot =20 T 1) _ B ge) 4 9(cy)

O(h2)

Poznamka: Samoziejmé lze odvodit fadu dalSich vzorct, pricemz plati, Ze ¢im vice
bodl pouzijeme, tim bude tad chyby vyssi.

Priklad: Pomoci uvedenych tfi vzorct vypoctéte pribliznou hodnotu prvni derivace
funkce f(z) = €*(1 — ) v bodé xy = 1. Pouzijte krok h = 0, 1.

Reseni: (Nejprve si pro kontrolu analyticky zjistime piesnou hodnotu prvni derivace

funkce f bodé xy:
fl(z) =e"(1 — ) + (1) = —ze®, tj. f/(1)=—le! = —e~ —2,7182))

Nyni pouzijeme pravou, levou a centralni pomérnou diferenci:
o+ h) — f(z ebl(1-1,1) —et(1 -1

—0,1et! 11 ) iy x
=—51 — ¢ "~ —3,0041 tj. chyba je priblizné 0, 2858
)= flzo—h)  e1—1)—e®(1-0,9
s Dugteny < T S@ =) -1 -1 -09)
h 0,1
_O, 16079 0.9 . . v v v
=—01 — °© ¥ A —2,4596  tj. chyba je priblizné 0, 2586
flao+h) = flzo—h) _ eM(1=1,1) = *(1-0,9)
3. D h) = = =
C’f(lbv ) 2% O, 9
—0.1 1,1 _ 1 0,9 1,1 0,9
_“Oler —01e” _ e ;e ~ —2 7318

0,2
tj. chyba je priblizné 0,0136

Vsimnéme si velikosti chyb v jednotlivych pripadech. Potvrzuje se fakt, ze chyba prvnich
dvou (dvoubodovych) vzorct je fadu h, tj. v fadu desetin a chyba posledniho (tfibodového)
vzorce je fadu h?, tj. v Fadu setin. O



Podminénost alohy numerického derivovani

Uvazujme nyni napf. vzorec s pravou diferenci Dp f(xg, h), tj. plati

B) —
f/(Io) _ f(ZL‘O + ])l f((L’()) . ;hf”(g)
[ —
Dp f(wo,h) chyba metody

M
Chybu metody oznacme r;. Plati-li |f”(x)| < M pro x € (zg, o + h), potom |r;| < ?h.
Déle je tteba uvazit chyby méreni, resp. zaokrouhlovaci chyby, které oznacime 7.
Oznacime-li

f(xo), flwg+h) ... ptresné hodnoty
f(xo), ff(xo+h) ...... vstupni hodnoty
Potom pro 7, plati
_ flao+h) — flxo) S (o + h) — f* (o)
e h N h

presna hodnota vzorce vypoctena hodnota vzorce

A dile
| foth) = fwo+h) | fr(mo) = flo)
ro| = i + N <
< |f(Io+h)—f*($0+h)|+|f*($0)—f(950)| <
h h
N e € 2
=%t h T

Vyuzili jsme zde odhady — |f*(zo+h) — f(zo+h)| <e a |f*(xo) — f(z0)] < e, kde ¢islo
€ muze predstavovat napf. strojovou presnost.

Pro celkovou chybu r potom plati

M 2e
< | < —h+ =
|7“\_\7“1|+”2\_2 +h

r
M
///y = ?h
e Uloha numerického derivovani
je Spatné podminéna !

(pro zmensujici se h roste chyba)

e Lze najit optimalni krok hqp¢

hopt h



Poznamka: Na zakladé Spatné podminénosti se zdé, Ze nebude mozné pri vypoctu
derivace dosdhnout libovolné presnosti. Zvyseni presnosti ale miizeme dosdhnout

1) pouzitim vzorce s chybou vyssiho fadu

2) pouzitim tzv. Richardsonovy extrapolace

Vénujme nyni pozornost Richardsonové extrapolaci. Je tfeba zdtraznit, Ze se jedna
o obecny princip, ktery se nepouziva jen u numerického vypoctu derivace. Myslenka
vychazi z toho, Ze na zakladé znalosti vyrazu pro rozvoj chyby vyuzijeme dvou pribliz-
nych vysledku k ziskani tretiho, ktery bude presnéjsi. Tento proces eliminace chyb budeme
demonstrovat napr. na pomérné centralni diferenci

xo+h)— f(xg—h h?
f(wo, h) = flzo )2hf( - ) - Efll/(£1)> &1 € (zo — h, w0 + h). (1)
D¢ f(zo,h)
Podobny vztah musi platit i v prfipadé, ze pouzijeme misto kroku h krok 2h, tj.
xo + 2h) — f(xg — 2h 2h)?
(o, 2m) = T I =) OV piey g (o — 2,0+ 20). (2

D¢ f(z0,2h)

Pro jednoduchost pfedpokladame, ze hodnoty f”(&1) a f”(&) jsou si rovny. Vhodnou
kombinaci (1) a (2) dosahneme eliminace chyby fadu h?, tj. od ¢tyfnasobku rovnice (1)
odecteme rovnici (2) a vysledek délime tfemi (4-1). Dostaneme piesnéjsi aproximaci deri-
vace funkce f v bodé xy:

4f/(l'0, h) — f/(.%(), 2h) 4

(o) = = = 210, ) = 50, 20) ®)

Poznamka: V nazvu metody se objevuje slovo extrapolace. Je to proto, Ze nova
hodnota derivace je linearni kombinaci dvou hodnot, ovSem nelezi mezi témito hodnotami
(kdyby tomu tak bylo, mluvili bychom o interpolaci).

Poznamka: Algoritmus Richardsonovy extrapolace lze samoziejmé pouzit opakované
pro eliminaci chyb vyssich radd. Tato metoda je potom velmi efektivni.

Priklad: PouZijte opakovanou Richardsonovu extrapolaci pro vypocet derivace funkce
f(z) = Inz v bodé xy = 3 pomoci centralni pomérné diference s kroky h = 0,8; 0,4; 0,2 a
0,1.

ReSeni: D4 se ukazat (viz. odvozeni), 7e pro dosteteéné hladkou funkci f plati tento
vztah
f(xo+h) — f(zo — h)
2h
Dc f(zo,h)

kde ¢isla ¢y, c9, c3 predstavuji kontanty obsahujici prislusné derivace.

+ ah? 4+ eoh* +esh® + ..,
rozvoj chyby

f'(wo) =




Pro prehlednost budeme vysledky zapisovat do tabulky:

h | f'(xo,h) | po 1. korekei - vztah (3) po 2. korekci - vztah (4)

0,8 0,341589

0,4 | 0,335329 go, 335329 — ?1)0, 341589 =

= 0,333242
4 1 16 1
0,2 0,333828 3 0,333828 — 3 0,335329 = R 0,333327 — R 0,333242 =
=0,333327 =0,333332

4 1 1 1
0,11 0,333456 3 0,333456 — 3 0,333828 = 1§ 0,333332 — IR 0,333327 =
=0,333332 =0,333332

Ve vipoc¢tu jsme pouzili jednak 1. korekci pro eliminaci chyby fadu h?, ale dale také
2. korekci, ktera eliminovala chybu fadu h*. Vztah (4) pro 2. korekci jsme dostali podobné
jako vztah (3), tj.

f'(xo, ) = Do f(xo, h) + ch* /-2
f'(x0,2h) = Do f(x0,2h) + c2(2R)t /- (1)

2f(z0,h) — f(x0,2h) 16

1
f'(@o) = T = ﬁf’(xm h) — 1—5f’(x0,2h) (4)

V tabulce chybi sloupec pro 3. korekci. Divod je ten, ze se hodnoty, ze kterych by se
extrapolovala nova hodnota, rovnaji (dostali bychom to samé ¢islo). Vyraz pro 3. korekci
bychom opét odvodili podobné jako vztah (4), pouze misto 4 mocniny by se v ném objevila
6 mocnina.

Hodnota hledané derivace funkce f(z) = Inx v bodé 2y = 3 je 0,333332. Pro tplnost

dodejme, Ze pfesna hodnota derivace je f'(x) = = tj. f'(3) = 3
(|



URCITY INTEGRAL FUNKCE

Formulace: Nasim cilem je urcit pfibliznou hodnotu urcitého integralu

kde predpoklddame, Ze funkce f je na intervalu (a, b) integrovatelna.

Poznamka: Geometricky vyznam integralu I(f) (viz obrazek) je obsah plochy mezi
grafem funkce f a osou x na intervalu (a, b).

y = f(x)

a b T

Numerické metody vypoctu integralu uzivime zejména tehdy, kdyz I(f) neni mozno
spoCitat analyticky (velmi Casty pfipad) nebo je sice analytické FeSeni mozné, ale je velmi
pracné. V pripadé ze mame zadanu funkci f tabulkou, neni ani jiny pfistup mozny.

Priklad: Chceme-li urcit obsah plohy mezi grafy funkci f a g, uzijeme urcity integral.

Y

Pro obsah potom plati



Ptrirozeny princip numerickych metod pro vypocet integralu vychézi z aproximace
funkce. Danou funkci f nahradime jeji vhodnou aproximaci ¢ a jako aproximaci integralu
I(f) prohlasime hodnotu integralu I(y), tj.

Poznamka: Narozdil od vypoctu derivace je vypocet integralu stabilni, protoze je-li
¢ dobrou aproximaci funkce f na intervalu (a, b), je integral I(y) dobrou aproximaci I(f).

< [[17@) o) dr < (b~ ) sw 1)~ pla)].

z€{a,b)

/abf(x) dx — /abgp(:r;) dx

b
Princip vétsiny metod na vypocet urcitého integralu / f(z) dx je zalozen na tom, ze

a
interval (a, b) rozdélime na N podintervald (xy, xx41) tak, Ze
A=y < T < T2 < ...... <.I'N_1<1'N:b.

Na téchto podintervalech nahradime funkci f polynomem a integrujeme tento polynom.
Vzorce pro vypocet integralu (tzv. kvadraturni vzorce) na intervalech (z, xx11) budeme
nazyvat zakladni a vzorec pro vypocet hodnoty integralu pies cely interval (a,b) budeme
nazyvat slozeny (slozeny kvadraturni vzorec je dan sou¢tem zékladnich kvadraturnich
vzorci).

Pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze jsou vSechny podintervaly (x, xg.1) stejné

velké, tj. mame tzv. ekvidistantni uzly, které miazeme vyjadrit jako zp = x¢ + kh, kde
b—a
k=0,1,...,N—1 h = .
9 J ? a N

Uvedme si nyni t¥i nejjednodussi zékladni kvadraturni vzorce, které patii mezi tzv.
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce.

1) Obdélnikové pravidlo (funkci f nahrazujeme konstantni funkei )

5- Yy f
$k+1 :
Xz dx ~ 3t :
L . :
h il ;
/ j x
’ Lk z;ﬁ% Tp41




2) Lichobéznikové pravidlo (funkci f nahrazujeme linearni funkci ¢)

4 Ty f
[ pwyde~ 1
T ¥
h l
~ §[f(xk)—|—f($k+1)] =Tz(f,h) A
s
° T Tk+1

/;k+2 f(z)de ~ 3

k

~
~

w3

[f (zr) +4f (2ri1) + f(wr12)] = Sz(f, )

Priklad k procvi¢eni: Odvodte zékladni vzorec pro Simpsonovo pravidlo.

Poznamka: Zakladni vzorce v pfedchozim textu jsme odvodili na zakladé geometrické
interpretace. V pripadé, ze bychom chtéli vyjadrit soucasné i vztahy pro chyby téchto
vzorcl, museli bychom pouzit k odvozeni Taylortv rozvoj. Ziskali bychom tyto vztahy:

Th41 h3
|7 f@yde = Ra(£.0) + 5367(©)

k

[ e = o -2 e

k

[ ) de = 52070 - g5 £(©
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Priklad: Pomoci vyse uvedenych Newtonovych-Cotesovych vzorcti vypoctéte integral

1,2
/ e* dx.
1

ReSeni: (Piesné feseni je [¢”]}? = el — ¢! = 0,601835.)
Rz(e”; 0,2) = 0,2e"! = 0,600833 chyba: 0,001002
0,2
Ty(e%; 0,2) = ’7(61’0 + eM?) = 0,603839 chyba: 0,002003
0,1

Sz(e*;0,1) = —==(e + 4e"t +e'?) = 0,601835 chyba: 0,000000

3
|

Poznamka: Vsimnéme si chyb. U obdélnikového pravidla vysla chyba mensi nez u
lichobéznikového, prestoze u lichobéznikového pravidla jsme funkci f aproximovali ,lepsi“
funkei ¢ (linearni). Chyba u Simpsonova pravidla vysla mensi nez u ostatnich. Tyto vy-
sledky potvrzuji vztahy pro chyby jednotlivych vzorct na minulé strané. Fakt, ze obdélni-
kové pravidlo je presnéjsi nez lichobéznikové mizeme demonstrovat na obrazku:

Y

Chceme-li ziskat slozené kvadraturni vzorce, je tieba secist zakladni kvadraturni vzorce.
Pro uvedené zakladni Newtonovy-Cotesovy dostaneme tyto slozené kvadraturni vzorce:

N-1 h
R(fH) = Y flan+35)
k=0

T(FR) = D7) +25m) + 25 (m) + o+ 2 lan ) + fle)] =
1 = 1
= e 30+ X S + 5/
SULR) = 2 07a0) + 47 () +25(ws) + 4 (as)+

h
E))i—. o+ 2f(en_2) +4f(xn_1) + fzn)]

11



Pro chyby slozenych vzorcti potom plati:

I = R+ (b a)h 0
I = T(.h) - - )

12

= S~ (b a) e 1)

Pro zptesnovani vysledkti nam, stejné jako u numerického vypoctu derivace, poslouzi
Richardsonova extrapolace. Nékdy se tato metoda také nazyva Rungeova metoda nebo
metoda polovi¢niho kroku. Ukazme si nyni jesté jednou, jak se vztah pro zpfesnéni odvodi:

b—a

Piedpokladejme, Ze vyraz pro chybu ma tvar  e(f) = h*M, h=
Presna hodnota integralu je potom
I=K(h)+h"M (5)

. . . h
Integral vypocteme stejnym vzorcem, ale s krokem 5

h h\" . g2k
I_K<2>+<2>M1 = W= (6)

ozn. €

Dostaneme

Dosadime-li h* do (5), ziskame

g2k M

I=K(h
W +57

Predpokladdme-li, Ze se hodnota derivace ve vyrazu e(f) pro chybu pfili§ neméni

M
(tj. M ~ M), potom T 1 a pro (5') a (6) musi platit
1

h
K<2> +e~ K(h) + 2%

st o (3) o)

a presnéjsi hodnota integralu je potom
h 1 h
I=K|= — |K | = | — K(h)|.
(o) ot (a) )

12

Odtud plyne odhad chyby e



5
Priklad: Pomoci lichobéznikového pravidla vypoctéte / In z dx. Ke zpfesnéni pouzijte
1

Richardsonovu extrapolaci.
Reseni: Pro rozvoj chyby lichobé&Znikového pravidla plati

I=T(f,h)+ aih*® + axh* +ash®+ ...
~— ~——
tab. k=2 tab. k=4

Vysledky opét zapiseme do tabulky

h |T(f, h) 1. zpfesnéni (k = 2) | 2. zpfesnéni (k = 4)

4
4] S(nl+1n5)=3,2188

3,8066 — 3, 2188

2
5(1n1—|—21n3+1n5 =

2 3
=3,8066 | 43,8066 = 4,0025
1 3,9827 — 3, 8066 4,0414 — 4,0025
) §(In1+21n2+21n3+ ’ 3 ’ + B +

+2In4 +1nb) = 3,9827 | +3,9827 =4,0414 +4,0414 = 4,04399

Pro kontrolu uvedme pfesnou hodnotu integréalu:

5 u=Inzx v =1 5
mede=| , 1 — [z 1na;]§—/ dr = 5In5 — 4 = 4, 04719
1 U = — V=2 J1 _
a

Poznamka: Newtonovy-Cotesovy vzorce pouzivaji (m + 1) ekvidistantnich uzli a in-
tegruji presné polynomy az do m-tého stupné (mame na mysli zékladni vzorce na intervalu
(g, Trrm)). Pro zvySeni presnosti by se mohlo zdat vyhodné pouzit vice uzli a funkci
f aproximovat polynomem vyssiho fadu. Ze zkuSenosti z aproximace funkce polynomem
ovSem vime, ze limitni pfipad polynomu stupné m — oo nemusi odpovidat ptvodni funkci
(fikdme, ze Newton-Cotesovy vzorce nejsou konvergentni).

13



Dalsi skupinou metod pro vypocet hodnoty urcitého integralu jsou tzv. Gaussovy
kvadraturni vzorce. Jejich princip spociva v tom, Ze se snazime, aby kvadraturni vzorec
integroval pfesné polynomy co mozna nejvyssiho fadu. Obecné kvadraturni vzorec budeme
uvazovat ve tvaru

kde w; jsou tzv.vdhy a x; jsou uzly.

Uvazujeme-li, Ze na zadkladnim intervalu mame m + 1 bodd, dé& se ukézat, ze nejvyssi
mozny stupen polynomu, ktery se pomoci kvadraturniho vzorce integruje presné, je 2m+ 1
(tomuto ¢islu fikame algebraicky Fad presnosti). U Newtonovych-Cotesovych vzorci byl
stupent m. Cenou za vyssi presnost budou ovsem neekvidistantni uzly. V nasledujicim
prikladé je ukazan postup pro nalezeni nejjednodussiho Gaussova kvadraturniho vzorce.

Piiklad: Urcete Gaussuv kvadraturni vzorec pro m = 0 (tj. v intervalu uvazujeme
pouze jeden uzel) a pro interval (—1,1).

Reseni: Pro m = 0 m4 hledany kvatraturni vzorec tvar K (f) = wof(zo), kde vystu-
puji 2 neznamé wy a xo. Vime, Ze vzorec musi presné integrovat:

1) konstantu
b

1 poz / N
/ bdr =2b = wp - f(xg) = wo=2.
-1
2) linearni funkci

azxo+b

1 .TZ 1 a a po —_——
/ (ax+b)dr = |a— +bx| = - —=-+42b"= wy-f(xg) = 2b=2(azxo+b) = xy=0.
~1 2 o, 2 2
=0
: )
2.5 f
Nejjednodussi Gausstuv 2r
kvadraturni vzorec je: 15}

-15 -1 -05 0 0.5 1 15
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Poznamka: Dalsi Gausstv kvadraturni vzorec (pro m = 1) vypada takto:

k)= [ s@ae=r (<) 41 (L) + g/ @,

chyba

Geometricky si jej lze predstavit takto:

° Yy
25¢ f

2t

151

1t

051

0

-05f —1 /= -

-1

Poznamka: Koeficienty a uzly vzorci vyssich fada jsou uvedeny v tabulkach. Opét
lze pouzivat slozené vzorce.

1
Poznamka: To, Ze jsme vyjadrili / f(z) dx neubira nic na obecnosti, mizeme totiz
-1

libovolny interval (a, b) transformovat na (—1,1) a pouzit odvozené vztahy.
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