DERIVACE FUNKCE

Na tvod si pfipomenme definici derivace realné funkce jedné realné promeénné.
Definice: Existuje-li pro danou funkci f : R — R vlastni (tj. kone¢na) limita

o £ 1) = £(0)

h—0 h

fikdme, Ze funkce f(z) méa v bodé a derivaci. P¥islusnou limitu znacime f'(a).

Poznamka: Geometricky vyznam derivace f’(a) (viz obrazek) je smérnice tecny kiivky
dané rovnici y = f(x) v bodé a (nebot teéna v bodé a je limitni polohou seény pro h — 0).
Fyzikalné znaci derivace funkce y = f(x), kde z je ¢as a y dradha pohybu, limitu z pramérné
rychlosti, tedy okamzitou rychlost v case a.

Poznamka: Pro danou funkci f(z) vyjadiuje derivace f’(zg) miru ,stoupani“, resp.
Klesani* v bodé .




Poznamka: Geometricky vyznam druhé derivace f”(zg) souvisi s mirou ,zakfiveni*
grafu funce f v bodé x(. Pro ilustraci si uvedme dva piiklady $patné vystavby pomyslné
silnice. V prvnim p¥ipadé ve vyznacenych bodech viibec neexistuje prvni derivace (derivace

)

se v téchto bodech méni skokové)

Ve druhém pripadé je tvorena komunikace ¢astmi dvou kruznic o riznych polomeérech r
a R. Prvni derivace je v tomto pfipadé spojité i ve vyznacenych bodech (¥ikdme, Ze funkce
je ,hladka“), nevhodnost tohoto pfipadu je zpisobena skokem v hodnotach tzv. k¥ivosti,
ktera je v pfipadé kruznice konstantni a je rovna prevracené hodnoté poloméru (tj. 1/r a
1/R). Pro tplnost dodejme, Ze vztah pro kiivost je dan vzorcem

f//2

kde f” je druha derivace funkce f.

Zpusoby odvozeni vzorcu pro vypocet derivace

1. Odvozeni pomoci interpola¢niho polynomu

Pro funkci f, kterd je zadana tabulkou, sestrojime interpolacni polynom a derivaci
funkce f v bodé a ztotoznime s derivaci tohoto interpola¢niho polynomu v bodé a.

Y




Poznamky:
— Stupen polynomu nemuze byt nizsi nez fad pocitané derivace.

— Pro jednoduchost hleddme hodnotu derivace v uzlovém bodé a navic uvazujeme
ekvidistantni uzly s krokem h.

. Odvozeni pomoci Taylorova rozvoje

Pro dostateéné hladkou funkei f plati (pro h > 0):

2

Flao +h) = Flao) + hF'(ao) + o 1(€), & € (0,704 1)

h2
f(zo —h) = f(x0) — hf'(20) + 5]”’(52)7 &> € (zo — h, 20)
Z prvni rovnice potom plyne vztah

fl@o+h) = flzg) 1

f’(ﬁo) = 3 2hf”(§1)
=Dp f(xo,h)
Podobné ze druhé rovnice
f(ao) = TN IR 2 e

:DLf(x()?h)

Obdrzeli jsme dva zakladni dvoubodové vzorce Dpf(zg, h) a Dy f(xg, h), tzv. pra-
vou a levou pomérnou diferenci.

Podobné odvodime dalsi vzorce pomoci Taylorova rozvoje vyssich fadd. Plati:

2 3
F(o ) = flao) + hf (o) + 51" (w0) + ¢ f"(6), € € (w0, 30+ h)

2 3
Flro = 1) = f(ro) — hf' (o) + 5 f"(ao) = 7€), & € (wo—h,m0)

Po odecdteni obdrzime:
3

Flro+h) — o — ) = 2hf'(r) + = (7(60) + 1(6)

Odtud vyjadfime prvni derivaci a ziskdme t¥ibodovy vzorec D¢ f(xg, h), tzv. cent-
ralni pomérnou diferenci
zo+h)— f(zo—h h?
f’($o) _ f( 0 ) f( 0 ) . 7(]3///(51) + f”/(€2))
2h 12
Dc f(zo;h) O(h?)




Uvedené vzorce jsou pro vypocet prvni derivace f'(xg), pro vypocet druhé derivace
1" (z0) miizeme pouzit naptiklad vzorec, ktery dostaneme po secteni vztahii:
4

2 3
Flwo-+h) = F(o0) 4 A f (z0) + 0" (20) + " m0) + o fOE), & € (0,204 )

h? h3 ht
f(wo —h) = f(zo) — hf'(z0) + ?f”(l’o) - gf”’(fﬂo) + ﬂf(4)(€2)7 §a € (zo — h, m0)

2

h ht
Flawo+ h) + F(wo = h) = 2f (o) + o " (20) + 5 (/&) + FO(&))
Odtud vyjadiime druhou derivaci a ziskame t¥ibodovy vzorec pro druhou derivaci

i) = L0t =2 2 o 20 o) + g9 )

O(h?)

Poznamka: Samoziejmé lze odvodit fadu dalSich vzorct, ptfi¢emz plati, Ze ¢im vice
bodti pouzijeme, tim bude tad chyby vyssi.

Priklad: Pomoci uvedenych tii vzorct vypoctéte pribliznou hodnotu prvni derivace
funkce f(z) = e"(1 — x) v bodé zy = 1. Pouzijte krok h = 0, 1.

Reseni: (Nejprve si pro kontrolu analyticky zjistime pfesnou hodnotu prvni derivace
funkce f bodé xg:

fl(x) =e“(1 —a) +e"(—1) = —we”, tj. f'(1)=—1le' = —e~ —2,7182.)

Nyni pouzijeme pravou, levou a centralni pomérnou diferenci:
ro+h)— f(z e!t1—-1,1) —el(1 -1
L Daflrony = L0 =Iw) ML -y

-0, 1e! 11 . O
=—0571 — ¢ "~ —3,0041 tj. chyba je priblizné 0, 2858
)~ flwo—h) e (1—1)—e®9(1-0,9
2. Dpf(xo,h) = f(wo) = flao = 1) ¢ ( ) — e .9) =
h 0,1
-0, 1e%? 0.9 . e
=—01 — °© 7~ —2,4596 tj. chyba je priblizné 0, 2586
flao+h) = flro—h) _ eM(1-11) ~*(1-0.9)
3. D h) = = =
cf (@0, ) 2h 0,2
—0.1 1,1 0.1 0,9 1,1 0,9
_ 0 1e 2T e 2 7318

0,2 2
tj. chyba je ptiblizné 0,0136

Vsimnéme si velikosti chyb v jednotlivych pripadech. Potvrzuje se fakt, ze chyba prvnich
dvou (dvoubodovych) vzorct je fadu h, tj. v fadu desetin a chyba posledniho (tfibodového)
vzorce je fadu h?, tj. v Fadu setin. O



Podminénost tlohy numerického derivovani

Uvazujme nyni napf. vzorec s pravou diferenci Dp f(xg, h), tj. plati

f(xo +h) — f(x0) 1

f(wo) = n - §hf”(f)
———
Dp f(zo,h) chyba metody

M
Chybu metody ozna¢me r;. Plati-li |f”(z)| < M pro x € (xg, xo + h), potom |r| < ?h.
Déle je treba uvazit chyby méreni, resp. zaokrouhlovaci chyby, které oznacime 7.
Oznacime-li

f(zo), flxg+h) ... ptresné hodnoty
f(zo), ff(xog+h) ...... vstupni hodnoty
Potom pro r, plati
ry = fl@o+h) = flxo) @+ h)— [ ()
h h

presnd hodnota vzorce vypoctena hodnota vzorce

A dile
| fl@wo+h)— ffwo+h) [ (x0) — flo)
Iral = h + h =
< ’f($o+h)—f*(370+h)|+’f*($0)—f(330)’ <
h h
< e € 2e
=wth T

Vyuzili jsme zde odhady  |f*(xo+h) — f(xzo+h)| <e a |[f*(xo) — f(z0)] < e, kde ¢islo
€ muze predstavovat napt. strojovou piesnost.

Pro celkovou chybu r potom plati

< Il Il < bt
r r r — —
< |m 2l = 5 3
,
M
///y pr— ?h
e Uloha numerického derivovani
je Spatné podminéna !
(pro zmensujici se h roste chyba)
e Lze najit optimélni krok hopt
hopt h



Poznamka: Na zakladé Spatné podminénosti se zd4, Ze nebude moZné prfi vypoctu
derivace dosahnout libovolné presnosti. Zvyseni presnosti ale miizeme dosdhnout

1) pouzitim vzorce s chybou vyssiho fadu

2) pouzitim tzv. Richardsonovy extrapolace

Vénujme nyni pozornost Richardsonové extrapolaci. Je tfeba zdlraznit, Ze se jedna
o obecny princip, ktery se nepouziva jen u numerického vypoctu derivace. Myslenka
vychézi z toho, Ze na zdkladé znalosti vyrazu pro rozvoj chyby vyuzijeme dvou ptibliz-
nych vysledk k ziskani tetiho, ktery bude presnéjsi. Tento proces eliminace chyb budeme
demonstrovat napr. na pomérné centralni diferenci

o+ h)— flxg—h h?
f'(xo, h) = Sz )th( o=h) _ Efm(él), 1 € (zo — h, 0 + h). (1)
Dc¢ f(wo,h)
Podobny vztah musi platit i v piipadé€, ze pouzijeme misto kroku h krok 2h, tj.
2o + 2h) — f(xo — 2h 2h)?
f'(w0,2h) = flao ;2}]:( - ) 6) (&), 2 € (zo — 2h, w0 + 2R).  (2)

D¢ f(0,2h)

Pro jednoduchost pfedpokladame, ze hodnoty f”(&1) a f”(&) jsou si rovny. Vhodnou
kombinaci (1) a (2) dosahneme eliminace chyby fadu h?, tj. od ¢tyfnasobku rovnice (1)
ode¢teme rovnici (2) a vysledek délime tfemi (4-1). Dostaneme presnéjsi aproximaci deri-
vace funkce f v bodé xy:

Ao h) — fa2h) 4

(o) = - = 270, h) — 5w, 20) ©)

Poznamka: V nizvu metody se objevuje slovo extrapolace. Je to proto, Ze nova
hodnota derivace je linedrni kombinaci dvou hodnot, ovSem nelezi mezi témito hodnotami
(kdyby tomu tak bylo, mluvili bychom o interpolaci).

Poznamka: Algoritmus Richardsonovy extrapolace lze samoziejmé pouzit opakované
pro eliminaci chyb vyssich radd. Tato metoda je potom velmi efektivni.

Priklad: Pouzijte opakovanou Richardsonovu extrapolaci pro vypocet derivace funkce
f(z) =Inz v bodé xy = 3 pomoci centralni pomérné diference s kroky h = 0,8; 0,4; 0,2 a
0,1.

ReSeni: D4 se ukazat (viz. odvozeni), e pro dosteteéné hladkou funkci f plati tento
vztah
f(zo+h) — f(zo—h)
2h
Dc f(zo,h)

kde ¢isla ¢y, ¢y, c3 predstavuji kontanty obsahujici ptislusné derivace.

+ Clh2 + Cgh4 + CghG + .. .
rozvoj chyby

f(wo) =




Pro prehlednost budeme vysledky zapisovat do tabulky:

h | f'(xo,h) | po 1. korekei - vztah (3) po 2. korekci - vztah (4)

0,81 0,341589

0,4 | 0,335329 30, 335329 — ;O, 341589 =

= 0,333242
4 1 16 1
0,21 0,333828 3 0,333828 — 3 0,335329 = 5 0,333327 — IR 0,333242 =
= 0,333327 =0,333332
4 1 16 1
0,11 0,333456 3 0, 333456 — 3 0,333828 = IR 0,333332 — R 0,333327 =
=0,333332 = 0,333332

Ve vipoc¢tu jsme pouzili jednak 1. korekci pro eliminaci chyby fadu h?, ale dale také
2. korekci, kterd eliminovala chybu fadu h*. Vztah (4) pro 2. korekci jsme dostali podobné
jako vztah (3), tj.

f'(zo,h) = D¢ f(wo, h) + coh* /- 2*
f'(x0,2h) = D f (z0,2h) + c2(2h)* /- (—1)

24f/(.fL'0, h) - f’(l’o, 2h> 16

1
HEE — — 12 /(0. h) = 72 (a0, 20) @

V tabulce chybi sloupec pro 3. korekci. Dlivod je ten, ze se hodnoty, ze kterych by se
extrapolovala nova hodnota, rovnaji (dostali bychom to samé ¢islo). Vyraz pro 3. korekci
bychom opét odvodili podobné jako vztah (4), pouze misto 4 mocniny by se v ném objevila
6 mocnina.

Hodnota hledané derivace funkce f(z) = Inx v bodé 2o = 3 je 0,333332. Pro tplnost

dodejme, Ze presna hodnota derivace je f'(x) = = tj. f'(3) = 3
(]



