APROXIMACE FUNKCI

Jednim ze zédkladnich kol numerickych metod matematické analyzy je studium apro-
ximaci funkci. Pfi numerickém feseni tloh matematické analyzy totiz ¢asto nahrazujeme
danou funkci f, vystupujici v feSené matematické tiloze, jinou funkci ¢, ktera v néjakém
vhodném smyslu napodobuje funkci f a snadno se pfitom matematicky zpracovava ¢i mo-
deluje na pocitaci. Tuto funkci ¢ nazyvame aproximaci funkce f.

Poznamenejme zde, Ze jsme jiz aproximaci funkce pouzivali u feSeni nelinearni rovnice.
Napiiklad u Newtonovy metody jsme danou funkci f z feSené rovnice f(z) = 0 aproximo-
vali linearni funkei (te¢nou ke grafu funkce f); podobné tak tomu bylo u metody secen.

Poznamka: Jiz pouhy vypocet funkénich hodnot nékterych zakladnich funkei (sinz,
e, Inx, ...) v pocitaci ¢i na kalkulacce se provadi uzitim aproximace téchto funkei. Tyto
aproximace jsou ovSem zabudovany do vypocetniho systému a uzivatel si ¢asto ani neu-
védomuje, ze pise-li v programu napf. y=sin(x), nahrazuje vypocet hodnoty funkce sin x
vypoctem hodnoty jistého polynomu.

Typickym ptikladem uziti aproximace funkci jsou numerické metody pro vypocet urci-
tého integralu. Dalsi oblasti numerické matematiky zaloZenou na uziti aproximaci je zpra-
covani vysledkti méfeni. Hledame zde zpravidla jednoduchy analyticky vyraz vyjadiujici
pribliznou funkéni zavislost pro tabulkou zadané hodnoty.

P1i vybéru vhodné aproximace postupujeme tak, ze pfedem zvolime tvar aproximujici
funkce, ve které vystupuji néjaké proménné parametry, a hodnoty téchto parametri se pak
snazime urcit tak, aby ziskand aproximace vyhovovala nasim pozadavkm.

Zékladni otazkou ztstava, v jakém tvaru budeme hledat aproximaci ¢ funkce f. Jednou
z moznosti je aproximaci volit napi. ve tvaru polynomu () = aszx® + axx® + a12 + ay.
Obecné tedy nejprve uréime systém jednoduchych zakladnich (bazovych) funkci (ne

nutné polynomi) ¢, ©1, @2, - - -, P, a funkei f aproximujeme linedrni kombinaci zakladnich
funkci, tj.

p(z) = copo(z) + crp1(x) + ... + cripn(@). (1)
Otazka vybéru aproximace se tedy prevede na urceni hodnot parametri ¢y, cy, .. ., ¢, podle

néjakého kritéria vhodného pro konkrétni tlohu.

Poznamka: Velmi ¢asto budeme za zakladni funkce volit funkce 1, z, 22, ..., 2", tj.
aproximaci ¢ budeme hledat ve t¥idé polynomt nejvyse n-tého stupné.

Nyni se zamyslime nad kritérii, podle kterych budeme urcovat parametry z linearni
kombinace (1). Ty samoziejmé vyplyvaji z charakteru konkrétni tilohy a zhruba je mtizeme
rozdélit do t¥i skupin



Aproximace na okoli bodu - Pouzijeme, chceme-li aproximovat chovani funkce v ma-

s
lém okoli bodu. Piikladem muze byt napt. vycisleni hodnoty sin 1 na kalkulacce.

Interpolace - Pouzijeme, chceme-li tabulkou danymi body prolozit polynom, tj. pozadujeme-
li, aby aproximace presné prochazela zadanymi body.

Ls-aproximace - Pouzijeme, hledame-li funkéni zavislost mezi tabulkou danymi body
(ziskanych naptiklad méfenim), kde nutné nevyzadujeme, aby aproximace danymi
body prochéazela. Divodem miizou byt napt. chyby, se kterymi jsme hodnoty namérili.

Aproximace na okoli bodu

Nyni se budeme vénovat jednotlivym tilohdm. Za¢neme aproximaci na okoli bodu, t;j.
mluvime o aproximaci Taylorovym polynomem.

Predpokladame, ze dana funkce f ma v daném bodé x( aspon n derivaci, a ze hodnoty
téchto derivaci v bodé xy zname. Podminky pro funkci, ktera co nejlépe napodobuje chovani
funkce f matematicky zapiseme takto:

QO(J)(SCO) = f(j)<x0)7 J=0,1,....n,

tj. hodnoty derivaci funkci f a ¢ v bodé x( jsou stejné az do fadu n. Tuto podminku
samozzejmeé splnuje Taylortiv polynom

/ " (n)
To() = f(zo) + 2 f“) (x—20) + L ;"0) (z—20)2+... + fn(!xo)(x — o)™
Pro chybu aproximace Taylorovym polynomem plati
o(w) = F(@) = Tola) = 00O T2 ¢ ey

(n+1)! 7

a umime-li odhadnout n + 1 derivaci funkce f na daném okoli bodu xy, miZzeme provést
nasledujici odhad chyby aproximace.

M

Plati-li | (z)] < M Va € U(xg), potom |e(x)] < (1 1)

|a:—;1:0\”+1.



Piiklad: Stanovte Taylortv polynom 4.stupné, ktery aproximuje funkci f(z) = sinz
v bodé xy = 0.
Reseni:

2 3 4 LES

T4(x):san—l—x.cosO—?smO—gcosO—i-ﬂsmO =T

Vidime, ze v Taylorové polynomu 4.stupné vypadly ¢leny s 2% a x*, protoze obsahovaly
sin 0. TakZe v nasem piipadé plati, ze Ty(z) = T3(x).

f(z) =sinx

3
x
Odpovézme na otazku, pro jaké = lze psat sinz ~ x — 5 aby chyba nebyla vétsi nez 10767

Vyraz pro chybu méa tvar

e(x) = 55 (— cos)
Dale vime, ze plati
|cos&| <1
a proto
o) < L = ]

tj. chceme, aby

5
Ll <107 = |2°]<120.107° = |z| <0.164375 (rad)
120 —

~9°25/



Aproximace interpolacnim polynomem

Chceme-li aproximovat funkci, ktera je dana svymi hodnotami v n + 1 bodech x;,
i = 0,1,...,n (body z; nazyvame uzly interpolace), a pozadujeme-li, aby aproximace
prochazela zadanymi body, pouzijeme aproximaci interpola¢nim polynomem. Aproximace
nam potom poslouzi k ziskani priblizné hodnoty zadané funkce v libovolném bodé intervalu
(0, Tp)-

Mame-li zadany hodnoty funkce f v n + 1 riznych bodech, tzn. mame zadéno n + 1
tzv. interpolac¢nich podminek pro polynom ¢, je ziejmé, ze stupen hledaného polynomu
bude n (polynom n-tého stupné ma n + 1 koeficientr). Lze ukazat, ze mezi vSemi poly-
nomy nejvyse n-tého stupné existuje pravé jeden, ktery je interpola¢nim polynomem pro
zadanou funkci. Pro urceni interpolacniho polynomu existuje nékolik postupii, ale je tfeba
si uvédomit, ze pro zadanou funkeci vSechny postupy urci stejny polynom. Ukazeme si dvé
moznosti urceni interpola¢niho polynomu, tzv. Lagrangetiv a Newtonav interpolacni
polynom.



Lagrangeuv interpola¢ni polynom

Oznacme si hledany polynom n-tého stupné L, (x). Vime, ze musi byt splnény interpo-
la¢ni podminky
Ln(x;) = f(z;), i=0,1,...,n.

Lagrangetiv interpola¢ni polynom hledame ve tvaru

Ln(z) = Zf(fl?z‘) li(z),

=0
kde [;(z) jsou polynomy n-tého stupné takové, ze plati

1, i=y

l,(SBJ) = 5ij - 07 27&]

(snadno se presvédcite, ze dosadite-li do pfedpisu pro L, (x) uzly interpolace, ziskate zadané
interpola¢ni podminky). Konkretizujme nyni diléi polynomy /;(z). Vime, Ze [;(z) ma kofeny
X0, X1, Ti_1,Tit1, - - - Ty @ nabyva hodnoty 1 v bodé x;. Mlizeme jej tedy zapsat ve tvaru

() — (x —zo)(x—21) ... (r — i) (T — mig1) ... (. — xp)
() (x; —xo) (@i —x1) oo (2 — w1 (X — Tigr) - - (25 — )

Na obrazku je ukazan piiklad diléiho polynomu l3(x):

(0 l3()

0 Ty T1 To T3 Ty s T




Priklad: Stanovte Lagrangeiv interpola¢ni polynom pro funkci f, kterd je dana ta-
bulkou a urcete pribliznou hodnotu f(2).

L i Jof1]2]
ResSeni:
La(z) = f(w0) - lo(x) + f(21) - lu(z) + f(22) - I2()
kde . 5 .
(o) = G 1hg =g — 3@~ D=3
(z—-0)(z—-3) 1
W) = a—ga=g ~ 2*@ 3
(x —0)(x — 1) 1
L) = m=oEony @Y
Dosadime

0 =1 (Yo 0e-0) - (-t —0) 0 () -

1 2 )
:g(x2—4x+3)—(x2—3x): —§x2—|——x+1

3
3c
Y
251
Ly ()
ol
|
151 | I
| |
it | |
| |
| |
05F | |
| | x
| |
° / To T 2 x&
_05,
_}1 —0‘5 0 0‘5 i 115 é 2‘5 C"; 3‘5 1‘1 4‘5
Ly(2) =7
2 5 —8+10+3 5
L2(2):_§'22+§'2+1:f:§



Newtonuv interpolac¢ni polynom
Oznacme si hledany polynom n-tého stupné N, (z). Pro jeho odvozeni pouZzijeme jinou
kontrukei. Polynom volime ve tvaru
No(z) = ag+ a1(x — xo) + as(z — x0)(x — 1) + ... + an(z — x0)(x — 21) ... (T — 21_1).
Opét pozadujeme splnéni interpolac¢nich podminek

Nn(l’z) :f<$l), z:O,l,,n

Vyhodou volby tohoto zdanlivé slozitého predpisu je fakt, ze pridame-li dalsi bod interpo-
lace [zp41, f(2,11)], nemusime cely vipocet opakovat, ale sta¢i dopoc¢itat prislusny koefici-
ent a,1 (ostatni koeficienty a; zistavaji beze zmény). U Lagrangeova polynomu bychom
museli cely vypocet provést znovu.

Ukazme si co dostaneme dosazovanim interpolac¢nich podminek do pfedpisu polynomu:

Nn(xo) = Qo = f(%)
f(x1) — f(20)

1 — X
Np(72) = ag + a1(xv2 — x9) + ag(ze — o) (22 — 1) = f(22) =

Nn([El) = ag + a1($1 — [Eo) = f(fbl) = a; =

T2—T1+T1—T0

f(x2) = f(x0) — a1 (w2 — 20)

= Q9 = —
2 ($2 - xo)(xz - $1)
_ flas) = flwg) - Lo gy ) — He Sl () — )
(22 — x0) (22 — 71)
- f(x) — fw1) — 7f($;fi£§w°)(xz — 1) _
($2 - xo)(xz - $1)
f(xa)—f(z1) _ f(z1)—f(=0)
_ X2—T1 T1—T0
a9 =
To — X

Poznamka: Pocitat koeficienty a; pfimo ze soustavy neni praktické. Koeficienty bu-
deme pocitat pomoci tzv. pomérnych diferenci. Kostrukci Newtonova polynomu si uké-
zeme v nasledujicim priklade.

Priklad: Stanovte Newtonuv interpolacni polynom pro funkci f, ktera je dana tabul-
kou:




ReSeni: Stupeii polynomu je n = 3 (jsou zadany 4 funkéni hodnoty). Cely postup
miizeme piehledné zapsat do tabulky:

i |z | o) fla) = fleiy) | ) = ) | () = (i)
Ty — Ti-1 Ti— Ti—2 Ty — Ti-3
= () = () = ()
00 1
2—1
111 2 — =1
1—0
2—2 0—1
2| -1 2 = =1
o1 ~1-0
0—2 1 | -1-0 1 -1-1 5
313 0 — = = _Z 2 _ = 4 __ 2
3—(-1) 2 3-1 4 3—-0 12

V tabulce jsou na diagonale postupné uvedeny koeficienty ag, a1, as a as Newtonova
interpola¢niho polynomu

N3(z) = ap + a1(x — xg) + az(z — xo)(x — x1) + az(z — xo)(x — x1)(x — 22).

Po dosazeni

5
Ng(x):1+1(x—0)—|—1(x—0)(x—1)—E(x—O)(x—l)(x—l—l):...:
=—— D+l
Rt TRt
°r Y
57
b
s N3(z)
2r [ [
| |
| |
1F | |
| |
I I xXr
0 Ty Zo T3 T3
_17
) | | | | ]
) -1 0 1 2 3 4 (Il



Poznamka: Vsimnéme si, Ze v konstrukei interpola¢niho polynomu nezalezi na poradi
zadanych tabulkovych bodi.

Poznamka: V radé ptipadt potfebujeme kromé a; vypocitat hodnotu polynomu v da-
ném bodé a, tj.

No(a) = ag+ ar(a — xg) + as(a — xo)(a — x1) + ... + ap(a — zo) (0 — 1) ... (0 — Tp1).

P¥i vhodném uzavorkovani mtzeme vypocet zefektivnit (zmensime pocet operaci s¢itani a
nasobeni):

Ny(a) = ag + (o — xp) [al + (o — xl){ag + (v — xa)[ag + .. ]H

Tento postup miizeme samoziejmé pouzit jen tehdy, kdyz uz zname koeficienty a;.

Chceme-li vypoéitat pouze hodnotu polynomu N, («) v bodé « za co nejmensiho poctu
operaci a nepotiebujeme-li koeficienty a;, pouzijeme tzv. Nevilletiv algoritmus. Princip
je podobny jako v algoritmu pro urceni koeficienti Newtonova polynomu.

Nevilleav algoritmus:

1. Py = f(x:); 1=0,1,...,n

Pir1—Pi_1k1
2. Py =P+ (a—x;)— —;
Ty — Ti—k

3. Ny(a) =P,

Princip Nevilleova algoritmu je ukazan v nasledujicim ptikladu.



Piiklad: Vypoctéte f(1,8), kde funkce f(x) je dana tabulkou:

X

0

1

2

3

4

1,0000

0,36788

0,13534

0,04979

0,01832

Reseni: Uzly z; je vyhodné uspofadat podle rostouci vzdalenosti od bodu «, v némz
chceme stanovit pfibliznou hodnotu funce f(z). Podle rozdilu hodnot P;; a P,_; ;1 (i =
,...,n) lze rozhodnout o pred¢asném ukonceni Nevillova algoritmu, popf. o vhodnosti

1

interpolace pomoci N, (z).

Nevillovo schéma:

HO‘—%H%‘ f(z;) H
0,2 2 10,13534
0,8 1] 0,36788 | 0,18185
1,2 3 | 0,04979 0,24064 | 0,17009
1,8 0 | 1,00000 0,42987 | 0,08926 | 0,16201
2,2 4 | 0,01832 0,55824 | 0,27583 | 0,13901 | 0,16431
1.8
1.6
1.4r
1.2
lk
0.8
N4(£C)
0.6
0.4F
\
0.2 :
[ \?\@»\@\ T
0 ! [
a7
-0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 )
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
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Poznamky:

1) Interpola¢ni polynomy vyssich fadu
neni vhodné uzivat pro aproximaci
hodnot funkce mimo interval obsahujici
uzly interpolace (tzv. extrapolaci), pro-
toze absolutni hodnota polynomu na-
byva velkych hodnot.

2) Déle neni obecné vhodné interpo-
lovat polynomem funkci, ktera je dana
velkym poctem svych hodnot. Stupen
interpola¢niho polynomu by potom byl
velky a vlastnosti polynomu vysokého
stupné nejsou dobré nejen mimo in-
terval obsahujici uzly interpolace, ale
i uvnitf. Interpola¢ni polynom smérem
ke krajnim bodim intervalu mize vli-
vem nepresnosti ve vstupnich datech
vyrazné oscilovat, zejména pti pouziti
ekvidistantnich uzli.

3) Pouzijeme-li vhodné zvolené ne-
ekvidistantni uzly, mtzeme tyto osci-
lace minimalizovat. (Vhodnou volbou
jsou uzly zvolené jako koteny tzv. Ce-
bysevovych polynom.)

11




4) Interpolace polynomem neni obecné
vhodné napf. pro funkce, které maji
asymptotu. Toto je jednim z divod,
proc¢ zavadime tzv. interpolaci spline
funkcemi.

12




Interpolace spline funkcemi

Nejjednodussi spline funkei je tzv. linearni spline funkce; jde vlastné o lomenou ¢aru
spojujici zadané interpolované body.

Y

Nejvice pouzivanou je tzv. kubicka spline interpolace vychézejici z myslenky, ze
danou funkci f miZzeme na (a,b) aproximovat funkcemi, které jsou po ¢astech polynomy
3.stupné. Poznamenejme zde, Ze ostatni volby stupné polynomu neptinasi lepsi vysledky a

vvvvvv

Interval (a,b) rozdélime na n dil¢ich intervali

a=2)g<T1<Tp<...<x, =0

Funkci f aproximujeme funkci ¢, pro kterou plati:
a) ¢ € C*({a,b)) (funkce ¢ je spojitd a ma spojité prvni i druhé derivace)

b) na kazdém intervalu (x;,x;11) je ¢ polynom 3. stupné

V nasledujicim ptikladu jsou rozepsany podminky pro konstrukci kubické spline funkce.

13



Priklad :

Jednotlivé funkce ¢;(x) (na kazdém intervalu (x;, x;11) jde o jinou funkci) maji tvar:

pulw) = i+ bz — ) + Do =)+ Dl - )

Musi platit: (¢ € C*({a,b)) a podminky interpolace)

1) 900 } spojitost funkce ¢
o1(w
/ /
2) 909 Lp,l } spojitost 1. derivace funkce ¢
@1 (72) = po(x
//
3) 902 } spojitost 2. derivace funkce ¢
ey (z 90
wo(o) = f(x0)
e1(z1) = f(z1)
4 interpola¢ni podmink
) p2(2) = f(z2) P P Y
pa(x3) = f(xs)
Poznamka

Dostali jsme 10 podminek na funkci ¢, ktera je vSak urcena 3 x 4 parametry
a;, b;, ¢, d; (tj. 12 podminek) = chybi jesté 2 podminky.

14



Je vhodné doplnit nekterou z nasledujicich dvojic podminek:

5) a) ¢'(a)= f'(a), ¢'(b) = f'(b) ... podminky teden
b) ¢'(a) =¢'(b), ¢"(a) =¢"(b) ... podminky periodicity
c) ¢"(a)=0, ¢"(b)=0 ... tzv. pfirozené podminky

Poznamka

Uvédomme si, ze

o(r;) = a;
90’(%‘) =10
90”(951') = ¢

90”/(1'1'—) _ di—l, 90/”(113'1'4‘) _ dz
ZAavér

Podminky 1) - 5) pfedstavuji soustavu linearnich algebraickych rovnic s fidkou
matici. Jejim vyfesenim urc¢ime koeficienty a;, b;, ¢;, d; a tim i funkce ¢;, tj. .

15



Diskrétni La-aproximace

Myslenka:

Chceme aproximovat funkci, kteréd je dana tabulkou {(z;, f(z;))}. V pfipadé, kdy jsou
f(z;) zatizeny chybou (napft. vysledky méfeni), neni vhodné provadét interpolaci. Aproxi-
maci ¢ hledame ve tvaru

p(z) = copo(T) + crp1 () + . .. + cnpn(T),

kde ¢; jsou zadané funkce a c¢; hledané parametry (pocet bazovych funkci ¢; je mensi
nez pocet zadanych bodt, v pfipadé rovnosti se jiz jedna o interpolaci). Nasim cilem je
minimalizovat ,souhrnou odchylku® funkce ¢ od zadanych dat.

Tlustraéni obrazek:

Yy (p:co+cl.x+cg.x2

Metodu diskrétni Lo-aproximace popiseme na nasledujicim piikladu.

16



Priklad

Je déna funkce f tabulkou | 0.5, 0,8] 0,9 1,1 1,2

Fz)|[2,25]0,72]0,33 [ —0,27 | —0, 48

Tuto funkci chceme aproximovat linearni funkci metodou nejmensich ¢tverci.

Lineérni funkce =cy 1 1.
P 0- +c1 ,

Minimalizujeme funkci

5 5
r(co,c1) = Y| (i) — p(xa)]? = Y [ f(wi) — co — cra?
i=1 i=1
Podminky minima
or >
(1) e =~ 2 > (f(w) = co — crg)x; = 0
87‘1 7t 2 rovnice pro nezndmé cy, ;.
(2) den —2 Z(f(-%) —co— 1) =0
o i=1
Konkrétne
(].) (2, 25 — Co — 0, 501)0, 5+ (0, 72 — Co — 0, 861)0, 8+

+(0,33 — ¢ — 0,9¢1)0,9 4 (—0,27 — cg — 1,1¢1)1, 1+
+(—0,48 — cg — 1,2¢1)1,1 =0

(2) (2,25 — co — 0,5¢1) + (0,72 — co — 0,8¢)+
+(0, 33 — Co — 0, 901) + (—O, 27 — Co — 1, 161)—|—
+(—0,48 — cg — 1,2¢1) = 0

Po secteni

(1) —4,35¢; — 4,5¢p = —1,125 L a=-39
(2) —4,5¢; — By = —2,55 co = 4,02

= —3,97 + 4,02

17



p=-—3,92 +4,02

Jiny pristup:
Zapisme interpola¢ni podminky
ax; +co = f(x;).

Jejich pfesné splnéni samoziejmé obecné nelze zarudit (pouze ve specidlnich pfipadech),
protoze ziskdme tzv. pfeurcenou soustavu (vice rovnic nez neznamych):

0,5 1 2,25
0,8 1 0,72
0,9 1 .[011: 0,33 & Qe=f
1,11 0 —0,27
1,2 1 0,48

Ziskanou pfeurcenou soustavu fesime ve smyslu nejmensich ¢tverci, tj.
TA,. _ AT
Q' Qc=Q"f

(jedné se o stejnou soustavu jako v prvnim pfistupu).

18



Poznamka

V pripadé, ze nékteré hodnoty chceme eliminovat, naptiklad disledkem Spatného mé-
feni, nebo kdyz jsou hodnoty pro vétsi x; zatizeny vétsi chybou, je vhodné pouzit vahy, tj.
minimalizujeme

Poznamka

Otéazkou jesté zlstava volba tvaru ¢(x).
Prvni moznosti je volit

wo(r) =1, @i(x) =, @aoz) =2% ..., pu(x)=2".

Opét je tieba urcit jesté stupetl polynomu (a to napt. ze znalosti chovani funkce f nebo
pomoci statistickych metod).

Ukazuje se, ze takto volené ¢;(x) nejsou nejlepsi pro vypocty.

— Soustava normalnich rovnic je pro vétsi n Spatné podminéna.
Za bazové funkce ¢; je vhodné volit ortogonalni polynomy, pro které plati

I N A
(Qpi?(pj)_ézj— 0’ Z7é]

Symbol (f, g) predstavuje skalarni soucin funkci, tj.
N b
> f(z:) g(x;) resp. /fg dz ve spojitém priipadé.
i=1 2
Priklady ortogonalnich polynomii:
Cebysevovy, Legendrovy, Laguerrovy, Gramovy ... viz literatura

— Soustava normaélnich rovnic ma pro ortogonalni polynomy diagonalni matici.
(rozmyslet!)

Poznamka

Analogické uvahy jako v pripadé diskrétni Le-aproximace pro funkci zadanou tabulkou
miizeme provést i pro funkci zadanou na celém intervalu (a, b). Ziskdme tzv. spojitou Ly-
aproximaci funkce. (Soucty prejdou formalné na integraly pfes dany interval.) Princip
vypoctu demostruje nasledujici priklad.
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Spojita La-aproximace

Priklad

Stanovte spojitou Le-aproximaci funkce f(z) = v/z, x € (0,1) linedrni funkei p(x) =
1T + ¢g.
Minimalizujeme funkci

1 1

r(co, 1) = / |f(z) — p(2)]? de = /(\/E — ¢y — c1w)* du.

0 0
Podminky minima
or /
(1) a—:—Q/(\/E—co—clx)md:c:O
€1
5 1 2 rovnice pro neznamé cy, c;.
(2) %:—2/(\/5—%—@3;)@:0
0 0
2 5 LE2 LE3 1
(1) —25.:53—00?—01?0:0
2 271
(2) —Z{Bxg—coa:—cla; 0:0
(1) 2 1 1 0 N 2 4
- ——Ccp— €1 = —C ¢ = = ¢ = =
5 2° 3" 2" Poos b 5
2 2 4
(2) g—C0—§C1:0 Co + §C1 = g Co — B
4 4
o(x) = g$+ﬁ
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1 5 15

Poznamka

Obecné lze opét zavést vahovou funkci w = w(x) a minimalizovat

b

() = [17(@) = p@)Pw(@) do

a

21



Fourierova analyza

Do této chvile jsme se zabyvali aproximacemi funkce pouze pomoci polynomi. V tivodu
jsme uvedli, ze za bazové funkce muzeme volit libovolné funkce. Naptiklad pro aproximaci
periodickych funkeci neni vhodné pouzit polynomy (a to jak ve smyslu interpolace tak
ve smyslu Le-aproximace). Pro aproximaci periodickych funkci je vhodné pouzit né&jaky
systém periodickych bazovych funkci, nap¥. systém tzv. trigonometrickych polynomn:

wo(T) = 1
2k

Yar—1(x) = cos FTJ; k=1,2,
27k

Yok () = sin e k=1,2,...,

kde T predstavuje periodu zadané funkce (vzdélenost prvniho a posledniho uzlu v dis-
krétnim pripadé, resp. délku zadaného intervalu ve spojitém piipadé). Pro jednoduchost
uvazujeme ekvidistantni uzly (v diskrétnim p¥ipadé). Pocet uvazovanych bazovych funkci
volime bud mensi nez je pocet zadanych bodid (ve smyslu Lo-aproximace), nebo roven
poctu zadanych bodi (ve smyslu interpolace).

Jednoduchym cvicenim je ukazat, ze systém trigonometrickych polynomi je ortogonalni
(jak v diskrétnim tak ve spojitém piipadé). Ovérte!

Ulohu najit koeficienty ¢; u bazovych funkei o; z vyjadieni

w(x) = copo(r) + cro1(x) + ... + crpn(T).

nazyvame v tomto pfipadé Fourierovou analyzou.

Formalné pouze preznacime koeficienty ¢;, tj. u bazové funkce po(x) = 1 pouzijeme
koeficient Ag, u bazovych funkci por_1(x) = cos(2mkz)/T pouzijeme koeficienty Ay a u
bazovych funkci o (x) = sin(2wkx) /T pouzijeme koeficienty Bj.

Nésledujici jednoduchy priklad naznaci princip Fourierovy analyzy.

Priklad
Aproximujte 2m-periodickou funkci zadanou tabulkou za pouziti maximalniho poctu
bazovych funkci (tj. ve smyslu interpolace).

x; 0 |7/2|7|3m/2
Fay 12 —4 (0] 4

Reseni
Ze zadani je zfejmé, ze perioda zadané funkce je 2m. Aproximujici trigonometricky
polynom budeme tedy volit ve tvaru

o(x) = Ao+ Ajcosz + Bysinz + Ay cos 2z.
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Zapiseme interpolacni podminky

Qp(xj):f(xJ')’ J=0,1,2,3,

£,
1 cosxzy sinzy cos2xg Ay f(z0)
1 cosxz; sinz; cos2x; Ay || flx)
1 coszy sinxy coSs 2o By | | flxe) |7
1 coszs sinzs cos2zs As f(zs3)
£,
1 cosO sin 0 cos( Ay 12
1 cosw/2 sinm/2 cosmw A | | 4
1  cosw sinm  cos27 Bi| | 0|’
1 cos3m/2 sin37w/2 cos3m A, 4
tj.
1 1 0 1 Ay 12
1 0 1 —-1||A | |-4
1 -1 0 1 By | 0
1 0 —1 -1/ 4 4

Vyfesenim soustavy ziskame hledané koeficienty Ag = 3, A1 =6, By = —4, Ay, =3 a
tim i aproximujici trigonometricky polynom

o(x) =3+ 6cosx — 4sinx + 3 cos 2z.

12

10+
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Ulohu a feSeni Fourierovy analjzy lze formulovat elegantné pouzitim komplexni pro-
ménné. Uvazujme pro jednoduchost lichy pocet bazovych funkei (N = 2L 4 1) a periodu
dané funkce 27. Potom mé aproximujici funkce tvar

L
p(r) = Ao + Z<Ak coskx + Bysinkx). (%)

k=1
Pro funkce sin x a cos x plati vztahy

1T —ix T —ix
e’ +e . e —e 1. . .
COSJJZT, 31nx:7,:—§z(em—e m)

a tedy

NG 1 | |
z) = Ao + Z (2 Ap (e + 7™y — 5 i By, (e — e‘”””)) =

1 )
_A0—|—Z( Ak—ZBk) zkx+2(Ak+in)6_Zk$>.

Oznacime-li ) 1

dostaneme

L
— Z Ck eikr

k=—L

Pro koeficienty dostaneme vynésobenim (x) jednotlivymi bazovymi funkcemi, vyuZzitim
jejich ortogonality a interpola¢nich podminek predpisy:

1N1

Z f(z;)
2 NZI
A= — f(z;) coskx;
N = ] J
9 N-1
Br=—= > f(x;) sinkz,
N = J J
1 N-1 )
Cr = N 2 f(%‘)e_mj
]7

Poznamka

Vezmeme-li aproximujici polynom o mensim poc¢tu bazovych funkci nez je pocet za-
danych bodt, jedna se o aproximaci ve smyslu metody nejmensich c¢tvercti, tj. diskrétni
Ls-aproximaci. Potom obecné nemohou byt splnény interpola¢ni podminky pfesné (pouze
ve specialnich ptipadech).
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Poznamka

Vypocet koeficientti C, predstavuje sc¢itani konecné fady. Uvazujeme-li pocet aproxi-
mujicich bazovych funkei N jako mocninu &sla 2 (tj. N = 2M), 1ze odvodit velmi rychly a
efektivni algoritmus pro vypocet koeficientt Cy. Tento algoritmus se potom nazyva rychla
Fourierova analyza. Podrobnéji viz literatura.
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