Prehled zékladnich vzorcta pro Matematiku 2

1. Limity funkci

e definice

Vlastni limita v bodé © = a: lim f(z) = A &

Ye > 0,38 >0 tak, Ze pro V;_); €(a—46,a+9), plati f(z) € (A—€, A+e)
Vlastni limita v bodé x = +oo0: lim f(z) =A &

Ve > 0,3¢c > 0 tak, Ze pro Vz : ;;+gjplati flz)e(A—eA+e)

Nevlastni limita v bodé x = a: lim f(z) = 400 &

VK,36 >0 tak, Ze proVz : x Ex?;—&a—&—é), plati f(z) > K

Nevlastni limita v bodé x = +oo: ZETOQ flz) =400 &

VK,3c¢> 0 tak, Ze pro Vx : x > ¢, plati f(z) > K

e vlastnosti

Jim f(@)= lim f(z) =A< m f(z) = A

. . 1
i f()= lim f(2)
lim

lim ((2)]" = [lim f(z)]"
lim {/f(z) = p/lim f(z)

pro f(z) > 0,n €N

pro f(xz) > 0,n € N

lim
lim of (®) = am*"rf(w) pro a >0
jestlize funkce f, g maji vlastni limity lim f(z) = A a lim g(x) = B, pak plati
lim[f(z) £ g(z)]=A£B
Im(1(2) g(e) = A+ B
lim [£5) = & pro B #0

jeslize, lim |f(z)| = 0, pak lim f(z) =0

véty o limité seviené funkce
jestlize, v okoli bodu a plati d(z) < f(z) < h(x) aplati lim d(z) = lim h(x) = A, pak lim f(x) =

r—a r—a r—a

e vybrané limity

lim
z—+o0

lim a® =0, lim a® =+o0
Tr— 400 r——00

lim a® = +o00, lim a* =0

T— 400 T——00

(1+2)7 = Jim (1+an)!/s = et
pro0<a<1
proa > 1

sinx __
=1

lim
z—0
sinx __

22=0

lim
r— 400
sin az

T

lim
z—0

=a

tgaxr __

x

lim
z—0

e—1 __
——=1

lim
z—0
lilrb%:lna proa >0
r—

zgglooe%:o proa €R,b0>0
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2. Derivace funkci

e Derivace funkce f(x) v bodé zo je f'(z0) = lim %7 pokud limita na pravé strané rovnice existuje

T—xQ
e pravidla pro derivovani
— (konst) =0

= (@) + H@) + ) = fi@) + f) + -
- (WA = H@HE) + 1))

(ggg) f1($)f2(1})(f)1(1)f2( ) pro fa(z) # 0
~ () = AR (derivace slozen¢ fee)
= (nf(@)) = %5 pro f(z) >0
- ((F ™ Y = (/OB = (1 @)™ (g (@) (7)) +9() ) pro f(z) >0

— jestlize = g(y) je inverzni funkce k funkci y = f(z) a existuje-li v bodé& ¢ derivace f'(c) # 0,
pak v bodé d = f(c) existuje ¢'(d) a plati

_ 1
9'(d) = 77
e derivace vybranych elementarnich funkci
— (a") = nan~! pron € N
— (™) = —nz—""1! pron € N,z #0
— (%) = az®! proa€R,z >0
— (a®) =a*Ina proa >0
- specidlné (e*) = e*
— (logam)’:ggﬁm prox > 0,a > 0,a # 1
- speciélné (lnx) = %
— (sinz) = cosz
— (cosz) = —sinz
— (tgz) = 5 prox # (2k+1)5;keZ
— (cotgz) = —ﬁ prox # km;k € Z
— (arcsinz) = 11_362 pro |z| <1
— (arccosz) = — 11_12 pro |z| <1
_ 1
— (arctgz)’ = 527
— (arccotgr)’ = _Tlxﬂ
— (sinhx)’ = coshx
— (coshz)’ = sinhx
a (tghx)/ = COSi’llz
— (cotghz)’ = ——— pro z # 0
— (argsinhz)’ = \/117
! __ 1
— (argeoshz)' = —=— prozx >1
— (argtghz)’ = 1,1362 pro |z| <1
— (argeotghz) = L pro |z| > 1
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3. pouziti derivaci
e vySetfovani prubéhu funkci
— nutnd podminka pro existenci lokdlniho extrému v bodé xg : f'(x¢) =0
— jeslize f'(zg) =0 a f"(x) < 0, pak funkce f(x) méd v bodé z( lokdlni maximum
— jeslize f'(xzg) =0 a f"(x9) > 0, pak funkce f(x) mé v bodé z( lokdlni minimum
— nutnd podminka pro inflexi v bodé g : f"(z9) =0
e neurcité vyrazy
— limita typu 0/0 nebo co/co (’'Hospitalova pravidla)
Jestlize gl;lg}z fz) = gl;lg}z g(x) = 0 a existuje iim f'(x)/4¢'(x), pak existuje }_rg f(z)/g(x) a plati

(@) _ f(z)

lim lim

a—a 9@ T g 9()

Jestlize lim |g(x)| = +o0 a existuje lim f'(z)/¢'(x ) pak existuje hm f(z)/g(x) a plati
f(z) f(x)
gy = I 5

limita typu 0 - 0o pfevedeme na limitu typu 0/0 nebo co/oo:
lim f(z) - g(z) = lim £&

r—a g(z)

limity typu 0°°, 0o® a 1°° prevedeme na limitu typu 0/0 nebo co/oc:
hm f(2)9®) = hm e9(@) In(f(x))

limity typu oo — oo pfevedeme na limitu typu 0 / O nebo oo/oo:
S
lim f(z) — g(z) = lim FIONEIOR
r—a

T—a F(@)-g(@)

ajrgz a dostavame
. 2 (z)—g°(x)
lim f(z) —g(z) = lim i es

nebo u limit typu co — co vyuzijeme vztah a — b = ¢

e Tayloriv rozvoj

— (Necht redlnd funkce redlné proménné f(x) md na intervalu {(a,z) (x > a) spojité derivace az do n-tého
Tddu a na intervalu (a,z) md spojitou derivaci n + 1-niho Tddu, pak lze funkci rozvést v mocninou tadu
Taylorova typu)

— f@) = f@) + L0 @ —a) + L@ — a2+ LD (e — )" 4 R
kde zbytek R, 1 1ze vyjadrit naptiklad ve tvaru

(n+D) (g+9(z—a n
Ry = Ll (g — q)nt1 9 € (0,1)

— specialné pro x = a + h plati
"(a "(a (n) a
fla+h)=fla)+ L&y Ly Th@pn gy
— specialné pro a = 0 dostaneme Maclaurintiv vzorec
" (n)
F@) = £O) + 52 @) + 52 @)+ + L5 @) + R

—ewzl—i—%—i—g—f—&— pro |z| < 400
—a”:l—f—%—&—%—i—..., pro |z| < co,a >0
—lnx:xil—(mgill)z—k(mgi!l)s—..., pro0 <z <2
—ln(l—l—x):x—é—?—i—é—?—..., pro 1<z <1
—sinx:x—g—?—i—z—?—..., pro |z| < 400

pro |z| < 400

— — lzZ , 1327
arcsine =+ 5% +55% +..., pro |z| <1
— T 1z 132°
arccosT = 5 — T — 5% — 55% — .., pro |z| <1
5
—arctgr =1 — 5 + % —.., pro |z| <1
3 5
—_— T x
— arccotgr = 5 —x+ 5 — T+ .., pro |z| <1
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4. Integréaly elementarnich funkci

e pravidla pro integrovémi (pfedpoklddame, ze funkce f, g jsou integrovatelné a ¢ je konstanta)

- Jlf z)] dz = [ f(z dz:tfg(a:)dm
- [le dz =c- [ f(z)
- substltucm metoda: necht F ( ) je libovolna primitivni funkce k f(z)
Jfle®) ¢ (t) de=F(p(t)+C
— metoda per partes
Ju(@)v (z) de = u(z)v(z) — [ (z)v(z)dx
e integraly vybranych funkci

n+1

— [atde =25 +C proz > 0;n e R\ {-1}
— [(az +b)" dx—%—i—C pro a,b # 0;n € N
- [Ltdz=In|z[+C prox # 0
ffaxibdz:%1n|az+b\+c pro a,b# 0

— [etdz=e"+C

—fecmdx=%66m+0 pro c # 0
— [a¥dz =& +C proa > 0;a # 1
— [nzdr=azlhz—z+C proz >0
— [(Inz)?*dz = z(Inz)? — 2zlnz + 22+ C pro z >0
- [{=de=In|lnz|+ 1;”2”,) _'_(1;;;)3_’_,_._’_0 prox >0
- [t dr=In|lnz|+C prox >0

— [sinzdr = —cosz + C

— [sin(cz) dz = —1 cos(cz) + C proc#0
—fwdx—cx (gxg),—l—(g?.-i-“- proc#0
—fsm(cm)dx—llnhg |+C pro c # 0
- f 1:tsin(cz) dr = %tg(% Z) +C pro ¢ # 0
— [ o= do = —cotgz + C prox # km, ke Z

— [coszdx =sinz + C

— [cos(cx) dx = Lsin(cx) + C proc#0
-/ Cosa(ccz) da = In|cx| — 22)1 + (Cm)u +-- pro ¢ # 0
-/ 1+cols(cm) dr = ltg(cw) +C pro ¢ # 0
- f 170015(51’) dx COtg( ) + c pro c 7& 0
_Iﬁdaj:tgm—l—c prox;éw7kez
— [tg(cx) dz = —L1n|cos(cz)| + C

— [ cotg(cz) dz = L In|sin(cz)| + C

— [sinhadx = coshz + C
— [coshzdx =sinhz + C
— [ gz do = —cotghz + C pro x # 0
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— fﬁdx:arcsinx—f—C:—arccosa:+C pro |z| <1
_Iﬁdx:arcsinf—i—C pro |z| < a
- fﬁdw:argsinhx+C:ln(x+\/x2+1) +C
- fﬁdx:argsinh§+0:ln|@|+0
- f ;71 dz = argcoshx + C prozx > 1
- fﬁdx:argcoshf+0 proz > a
—fﬁdzzlnh—&—\/ﬂi—ﬂ—l—c pro |z| >1
ffﬁdx:ln<’”zﬂ>+0 pro |z| > a
— f 1-&-% dx = arctge + C' = —arccotge + C
— [ zzz do = Larctg® + C = —arccotgr + C
- [ 15 dz = argtghz + C pro |z| < 1
— [ L5 de = LargtghZ + C pro |z| < a
— [ %5 dx = argeotghz + C pro |z| > 1
— [ ==t dz = LargcotghZ + C pro |z| > a
- [Lode=im|HEE|+C pro |z| # 1

e dr =5, In[E5] + C pro |z| # a

a—x

e Casto se vyskytujici substituce

t=axr+b
F
t=2
t=a"
t=¢e"
t=Inz

t =a?+ 22

dx:%dt
dr=adt

dr = —5 dt
dx:ﬁdt
dx:%dt

drx = et dt
dm—z\/t{Tdt
dr =2t dt
dm:ﬁdt
da::—\/aztjdt

proa # 0
proa #0
proa # 0;x #0

proa#1l;a>0

prox >0

pro z > 0 nebo z < 0

prox >0

pro [¢| < [a]
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e integrace rozkladem na parcialni zlomky - pro funkce typu @) kde P, a @), jsou polynomy

(a)

(b)

(a)

(b)

pokud n > m, pak existuji polynomy R,_,, a P (n< m) takové, ze Q" ((’;)) =Ry_m— 5;"((?)
a TeSime rozklad pro podil polynomt, kde polynom ve jmenovateli Q,,(z) ma vySsi stupeti nez
polynom v éitateli P, (x)

polynom @,,(z) mé jednoduché redlné kofeny x;.xs, ..., z,, pak existuji realna ¢isla A, B, C, ...
P,(x) A B C
= -
Qm(x) x—21 x—22 T—13
koeficienty A B C,. urélme porovnamm koeficientti u tychz mocnin proménnych nebo podle
1) _ _ Pn(zs)
vztahtt A = Q, (m) B Q, (zz C= Q;n(zs)

polynom Q,,(z) ma redlné kotfeny, z nichz nékteré jsou vicendsobné: x; je a-nasobny, zo je S—
nasobny kofen ..., pak existuji redlnd ¢isla Ay, Ag, ..., Ay, B1,Ba,...,Bg, C1,Ch, ...

Pn(I) A1 AQ Aa Bl Bﬁ C
= + s+ + ~ +..F 5+ +...
Qm(r)  (v—21) (z—x1) (z—21)" (v —22) (x—a)° (v —w3)
polynom @, (z) méa jednoduché komplexni kofeny x1, 22, ...,y 2 a k nim vzdy kofeny kom-
plexné sdruzené Z1, Tz, ..., Ty 2, pak existuji redlnd cisla P, Po,...,Q1,Q2. ..
Py(z)  Pix+@Q Pox + Qo

Qm(x) 224+pix+q 22+ pex+ o

kde plati p? — 4¢; < 0 a feSenim rovnic x2 + p;z + ¢; = 0 jsou komplexné sdruzené koteny z; a
Z;.

polynom Q. (x) mé vicendsobné komplexni kofeny 1, Z; jsou a-ndsobné kofeny, xa, Za jsou S—
nasobné kofeny ..., pak plati

Pn(x) o P1$+Q1 P2$+Q2 Pozir"_Qoz PaJrl(E"'_QaJrZ
Qm(z) ?+pr+ta  (24+pr+q) @ Hpr+a)’ 22 +tprte
e piiklady na rozklad parcidlnich zlomku
3254122247242 _ —22+2 _ A (z+3)+B (z+1)
prmwpe: B E O o )T Bl K (x+1) + (z+3) =3T+ = e
a porovnanim koeficientii dostaneme
A +B = =2 N A = 2
3A +B = 2 B = —4
% - zAj?, + (xi"g 2 = A1 E’;:?)jAz a porovnanim koeficientti dostaneme
Ay = 3 N A = 3
34, +4, = 1 A, = 10

()

(d)

32°+10a%—z + _ A (z=1)(z+1)%+ 45 (z+1)°+B; (x 1)%(x4+1)4+ By (z—1)*
(z2-1)% (w 1)2 93+1 (w+1) (z2—1)*(z+1)?
a porovnanim koeﬁc1entu dostaneme

Al +Bl = 3 Al = 4
Ay +A;, —B; +By, = 10 — Ay = 3
—-A; +2A;, —-B;y —-2By, = -1 B = -1
A, +As 4B, 4By = 0 By = 2
742-102+37  _ 4 _Pa+Q _ A(2®—42413)+(Pa+Q) (z+1)

z3-322492+13 — 3:+1 z2—42+13 (z4+1)(22—42+13)
a porovnanim koeficienti dostaneme

A 4P = 7 A = 3
—4A +P 4+Q = -10 y= P = 4
134 +Q = 37 Q = -2

ddsdsasdfghgfh fb
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