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Cvi�ení 1 
 
P�íklad 1b) 
 
Napište reálný rozklad a rozklad na ko�enové �initele polynomu p(x) 
 

( ) 5 4 3 2p x x 4x 8x 14x 15x 6= − + − + −  

 
 1 -4 8 -14 15 -6 

1  1 -3 5 -9 6 

 1 -3 5 -9 6 0 

1  1 -2 3 -6 

 1 -2 3 -6 0 

2  -2 0 6 

 1 0 3 0 

 
2

2

x 3 0

x 3

x 3i

+ =
= −

=

  1

2

x 3i

x 3i

= +

= −
 

 
Reálný rozklad polynomu 

( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( )22 2p x x 1 x 1 x 2 x 3 x 1 x 2 x 3= − − − − = − − +  

 
Rozklad na ko�enové �initele 

( ) ( ) ( )( )( )2p x x 1 x 2 x 3i x 3i= − − + −  

 
P�íklad 2a) 
 
Jsou dány matice 

1 2 3 4
A

5 1 2 0
−� �

= � �
� �

, 
0 1 4 5

B
2 1 3 2

−� �
= � �−� �

, 

3 2
1 4

C
2 5
1 2

� �
� �−� �=
� �
� �
� �

, 
2 1

D
3 5

−� �
= � �
� �

 

Ur�ete A+2B, -3A+4B, A+D, D-C 
0 2 8 10

2B
4 2 6 4

−� �
= � �−� �

      
1 4 5 6

A 2B
1 3 8 4

−� �
+ = � �

� �
 

 
3 6 9 12

3A
15 3 6 0
− − −� �

− = � �− −� �
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0 4 16 20
4B

8 4 12 8
−� �

= � �−� �
     

3 2 25 32
3A 4B

23 1 6 8
− − −� �

− + = � �−� �
 

 
A + D – nelze, protože nesouhlasí rozm�ry matic 
D – C – nelze, protože nesouhlasí rozm�ry matic 
 
P�íklad 3d) 
 
Ur�ete determinant matice A 

3 1 1 1
1 3 1 1

A
a b c d
1 1 1 3

� �
� �
� �=
� �
� �
� �

 

 

( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 2 3 3 3 4

3 1 1 1
1 1 1 3 1 1 3 1 1 3 1 1

1 3 1 1
a 1 3 1 1 b 1 1 1 1 c 1 1 3 1 d 1 1 3 1

a b c d
1 1 3 1 1 3 1 1 3 1 1 1

1 1 1 3

+ + + += ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − =

1 1 1 3 1 1 3 1 1 3 1 1
a 3 1 1 b 1 1 1 c 1 3 1 d 1 3 1

1 1 3 1 1 3 1 1 3 1 1 1

1 1 1 3 1 1 3 1 1 3 1 1
3 1 1 1 1 1 1 3 1 1 3 1

= − + − =
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

a 1 1 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3 1 3

b 3 1 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3 3 1 1

c 3 3 3 1 1 1 1 1 1 1 3 1 1 1 3 3 1 1

d 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1 3 1 1 1 3 1 1 1

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅� � � �� � � �

− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅� � � �� � � �

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅� � � �� � � �

− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =� � � �� � � �

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a 3 3 1 1 1 9 b 9 1 1 1 3 3 c 27 1 1 3 3 3

d 9 1 1 3 3 1 a 7 11 b 11 7 c 29 9 d 11 7

= + + − + + − + + − + + + + + − + + +� � � � � �� � � � � �

+ + + − + + = − − − + − + − =� �� �

 

 
4a 4b 20c 4d− − + +  
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Cvi�ení 2 
 
P�íklad 4a) 
 
� = 3�  

[ ]T
1v 1,2, 3,4,5= − , [ ]T

2v 2,1,5, 2, 1= − − − , [ ]T
3v 0, 4,2,1, 1= − − , [ ]T

4v 1, 1,4,3,3= − −  

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 1 5 2 1 2I 0 5 1 6 9 0 1 1 7 8
0 4 2 1 1 0 4 2 1 1 0 4 2 1 1 4II
1 1 4 3 3 I 0 1 1 7 8 0 5 1 6 9 5II

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
0 1 1 7 8 0 1 1 7 8
0 0 6 29 31 0 0 6 29 31
0 0 6 29 31 III 0 0 0 0 0

− − −� � � � � �
� � � � � �− − − + −� � � � � �
� � � � � �− − − − − − +
� � � � � �− − + − −� � � � � �

− −� � �
� � �
� �
� �
� �− − − +� � �

� � �

� �

�
�

� �
� �
� �

�

 

 
vektory 1 2 3 4v , v , v , v  jsou lineárn� závislé, protože 4 1 2 3v v v v= + + , 
prvky 1 2 3v , v , v  jsou lineárn� nezávislé 
 
P�íklad 5b) 
 
Ur�ete bázi a dimenzi prostoru � 
 
� je generován prvky 

3 2
1p x x 2x 1= − + + , 3 2

2p x 2x x 4= − + − + , 3 2
3p 2x 3x x 3= − + − , 3 2

4p x 4x x 2= + − +  
 

1 1 2 11 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1
11 2 1 4 I 0 3 1 5 0 3 3 1 / : 3 0 1 1
3

2 3 1 3 2I 0 5 3 5 0 5 3 5 5II0 5 3 5
1 4 1 2 I 0 3 3 1 0 3 1 5 3I0 3 1 5

� �
� � � � � � � �
� � � � � � � �− − + − −� � � � � � � �
� � � � � �− − − − − − − − − � � +− − −� � � � � � � �− − −� � � � � � −� �� �

� � � �

 
1 1 2 1 1 1 2 1

1 1 2 1 1 1 2 11 1
0 1 1 0 1 1 0 3 3 1 0 3 3 1/ 33 3

10 0 0 4 4 0 0 1 1 0 0 1 1/ : 40 0 8
3 10 0 0 12 5 12III 0 0 0 730 0 8 /0 0 4 4 3 2

� � � �
� � � � � � � �
� � � �− − � � � �− −⋅� � � � � � � �
� � � � � � � �

− −� � � � � � � �− − +� � � � � � � �− − ⋅� � � �� � � �

� � � �  

 
hodnost matice je 4 �  má 4 lineárn� nezávislé �ádky 
 
polynomy 1 2 3 4p ,p , p , p  tvo�í bázi prostoru �; dim � = 4 
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P�íklad 6a) 
 
Ukažte, že prvek y∈ � a ur�ete ŷ  sou�adnice prvku y v bázi �. 

� je generován prvky [ ]T
1v 1,2, 3,4,5= − , [ ]T

2v 2,1,5, 2, 1= − − − , [ ]T
3v 0, 4,2,1, 1= − − , 

[ ]T
4v 1, 1,4,3,3= − − ; [ ]T

y 1,28, 9,3,18= − −  
 
Ur�ení lineární závislosti a nezávislosti 
 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 1 5 2 1 2I 0 5 1 6 9 0 1 1 7 8
0 4 2 1 1 0 4 2 1 1 0 4 2 1 1 4II
1 1 4 3 3 I 0 1 1 7 8 0 5 1 6 9 5II

− − −� � � � � �
� � � � � �− − − + −� � � � � �
� � � � � �− − − − − − +
� � � � � �− − + − −� � � � � �

� � �  

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
0 1 1 7 8 0 1 1 7 8
0 0 6 29 31 0 0 6 29 31
0 0 6 29 31 III 0 0 0 0 0

− −� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �− − − +� � � �

� �  

 
prvky 1 2 3v , v , v  jsou lineárn� nezávislé, prvek 4v  je lineárn� závislý 
prvky 1 2 3v , v , v  tvo�í bázi prostoru 
 
Ur�ení sou�adnic prvku y 
 

1 2 0 1
2 1 4 28
3 5 2 9

4 2 1 3
5 1 1 18

− −� � � � � � � �
� � � � � � � �−� � � � � � � �
� � � � � � � �α + β + γ =− −
� � � � � � � �−� � � � � � � �
� � � � � � � �− −� � � � � � � �

 

 
1 2 0 1 1 2 0 1 1 2 0 1 1 2 0 1
2 1 4 28 2I 0 5 4 30 0 1 2 12 0 1 2 12
3 5 2 9 3I 0 1 2 12 0 5 4 30 5II 0 0 6 30
4 2 1 3 4I 0 6 1 7 0 6 1 7 6II 0 0 13 65
5 1 1 18 5I 0 9 1 23 0 9 1 23 9II 0 0 17 85

� − − � � − − � � − − � � − −
� � � � � � �− − − − − − −� � � � � � �
� � � � � �− − + − − − + −
� � � � � �

− − + −� � � � � �
� � � � � �− − − − − + −� � � � � � �

� � � / : 6
/ :13
/ :17

�
�
�

� �
� �
� �
� �

�

�

1 2 0 1
1 2 0 10 1 2 12
0 1 2 120 0 1 5
0 0 1 50 0 1 5 III

0 0 1 5 III

� − − �
� �

� − − �− −� �
� �� � − −− � �� �
� �−− −� � � �

� �− −� �

�  
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2 1
2 2 1

4 1
3

α − β = −
α − ⋅ = −

α − = −
α =

   

( )
2 12

2 5 12

10 12
2

2

−β + γ = −
−β + ⋅ − = −

−β − = −
−β = −

β =

   
1 5

5
γ = −
γ = −

 

[ ]T
ŷ 3,5, 5= −  
 
 

Cvi�ení 3 
 
P�íklad 7a) 
 
Ur�ete hodnost matice A 

1 2 3 4 5
3 1 2 1 3

A
2 1 1 3 4
2 2 0 6 4

−� �
� �−� �=
� �− − −
� �
� �

 

 

( )
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
3 1 2 1 3 3I 0 5 11 13 12 0 2 6 2 6 / : 2
2 1 1 3 4 2I 0 3 5 11 6 0 3 5 11 6
2 2 0 6 4 2I 0 2 6 2 6 0 5 11 13 12

− − −� � � � � �
� � � � � �− − − − − − − − −� � � � � �
� � � � � �− − − + − −
� � � � � �− − − − − − −� � � � � �

� � �  

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
0 1 3 1 3 0 1 3 1 3 0 1 3 1 3
0 5 11 13 12 5II 0 0 4 8 3 0 0 4 8 3
0 3 5 11 6 3II 0 0 4 8 3 III 0 0 0 0 0

− − −� � � � � �
� � � � � �− − −� � � � � �
� � � � � �− − − + − − − −
� � � � � �− − − +� � � � � �

� � �  

 
3 lineárn� nezávislé �ádky 
 
hod(A) = 3 
 
 
 
P�íklad 7c) 
 
Ur�ete hodnost matice A 

1 2 3 4
1 2 4 1

A
3 1 2 5
2 3 1 1

−� �
� �− −� �=
� �− −
� �− −� �
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( )

1 2 3 41 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
91 2 4 1 I 0 4 1 3 0 7 7 9 / : 7 0 1 1
7

3 1 2 5 3I 0 7 11 17 0 7 11 17 0 7 11 17 7II
2 3 1 1 2I 0 7 7 9 0 4 1 3 0 4 1 3 4II

−� �− − −� � � � � � � �
� � � � � � � �− − + − − − −� � � � � � � �
� � � � � �− − − − − − − � �− − +� � � � � � � �− − − − −� � � � � � � � −� �

� � � �

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
9 9 9

0 1 1 0 1 1 0 1 1
7 7 7

0 0 4 8 / : 4 0 0 1 2 0 0 1 2
15 15 55

0 0 5 0 0 5 0 0 0
7 7 75III

− − −� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �− − −
� � � � � �
� � � � � �− − −
� � � � � �
� � � � � �− −� � � � � �� � � � � �−

� � �  

 
4 lineárn� nezávislé �ádky 
 
hod(A) = 4 
 
P�íklad 8d) 
 
K matici A  ur�ete matici inverzní 1A−  

2 4 3
A 3 5 2

3 4 5

−� �
� �= −� �
� �− −� �

 

 
3 1

3 1 1 2 0 0
1 2 0 0 2 22 4 3 1 0 0 / : 2 2 2

5 3
3 5 2 0 1 0 3 5 2 3 5 2 3I 0 1 1 0

2 2
4 6 5 0 0 1 4 6 5 0 0 1 4I 0 2 1 2 0 1 2II

� �
� � −� �−� �� − � � �
� �� � � �− − − − − −� �� � � �
� �� � � �− − −� � − −� � −� �
� � � �� �

� � �  

3 1 3 1 3
1 2 0 0 1 2 0 0 III

2 2 2 2 2
5 3 5 3 5

0 1 1 0 0 1 1 0 III
2 2 2 2 2

0 0 4 1 2 1 1 1 1/ : 4 0 0 1
4 2 4

� �� �− − −� �� �
� �� �
� �� �− − − −� �� �
� �� �− � �� � −
� �� �� � � �

� �  

1 3 3 13 1 71 2 0 1 0 0
2II8 4 8 8 4 8

7 1 5 7 1 5
0 1 0 0 1 0

8 4 8 8 4 8
1 1 1 1 1 1

0 0 1 0 0 14 2 4 4 2 4

� � � �
−� � � �− −+� � � �

� � � �
− − − −� � � �

� � � �
� � � �− −� � � �
� � � �

�  
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13 1 7
8 4 8 13 2 7
7 1 5 1

7 2 5
8 4 8 8

2 4 21 1 1
4 2 4

� �−� �
−� �� �
� �� �− − = − −� �� �
� �−� � � �

� �−
� �� �

 

 

1

13 2 7
1

A 7 2 5
8

2 4 2

−

−� �
� �== − −� �
� �−� �

 

 

Cvi�ení 4 
 
P�íklad 9c) 
 
Rozhodn�te, zda dané zobrazení je lineární 
�: �3 2→ �  dané p�edpisem 

� ( ) [ ]T3 2ax bx cx d a b 2c, b d a+ + + = − + − −  

 
podmínka 1: �(x+y) = �(x) + �(y) 
 

( )3 2x ax bx cx d= + + +  

( )3 2y a x b x c x d′ ′ ′ ′= + + +  

 
� ( ) ( ) ( ) ( )3 2a a x b b x c c x d d′ ′ ′ ′+ + + + + + + =  

� ( )3 2ax bx cx d+ + +  + � ( )3 2a x b x c x d′ ′ ′ ′+ + +  

[ ] [ ]T T
a a b b 2c 2c ,b b d d a a a b 2c,b d a′ ′ ′ ′ ′ ′+ − − + + + − − − − = − + − −  

 
podmínka 2: �(�x) = ��(x) 
 
� ( )( )3 2ax bx cx dλ + + + =� ( )3 2ax bx cx dλ + λ + λ + λ =

[ ] [ ]T T
a b 2c, b d a a b 2c,b d aλ − λ + λ λ − λ − λ = λ − + − − =  �� ( )3 2ax bx cx d+ + +  

 
jsou spln�ny ob� podmínky, zobrazení je lineární 
 
P�íklad 10a) 
 
Ur�ete dimenzi a najd�te alespo� jednu bázi jádra Ker� a obrazu Im� 
�: 3 5→� �  dané p�edpisem 

� [ ]( ) [ ]T T
a, b,c 2a b c,0,a 3b c,0,3a 2b= − + + − +  
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hledání jádra 
 
2a b c 0

0 0
a 3b c 0

0 0
3a 2b 0

− + =
=

+ − =
=

+ =

 

 
2 1 1 0 1 3 1 0 1 3 1 0

1 3 1 0
1 3 1 0 2 1 1 0 2I 0 7 3 0

0 7 3 0
3 2 0 0 3 2 0 0 3I 0 7 3 0 II

� − � � − � � − �
� − �� � � � � �− − − − � �� � � � � � −� �� � � � � �− − −� � � � � �

� � �  

 
volím c = 7 
 

a 3b c 0
a 9 7 0

a 2

+ − =
+ − =

= −
  

7b 3c 0
7b 21 0

7b 21
b 3

− + =
− + =

− = −
=

 báze [-2, 3, 7] 

 
1 lineárn� nezávislé �ešení – dim(Ker�) = 1 
dim( 3� ) = dim(Ker�) + dim(Im�) 

3 = 1 + dim(Im�) 
2 = dim(Im�) 

 
báze obrazu 
 

[ ]T
1u 1,0,0=    � ( ) [ ]T

1u 2,0,1,0,3=  

[ ]T
2u 0,1,0=    � ( ) [ ]T

2u 1,0,3,0,2= −  

[ ]T
3u 0,0,1=    � ( ) [ ]T

3u 1,0, 1,0,0= −  

 

[ ]
3

2

1

u 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
u 1 0 3 0 2 I 0 0 2 0 2
u 2 0 1 0 3 2II 0 0 3 0 3 3

II
2

− −� � � �
� � � �− +� � � �
� � � �−� � � �−

� �  

 
� ( )2u  a � ( )3u  jsou báze obrazu 
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P�íklad 11b) 
 
Ur�ete matici A lineárního zobrazení L ve standardních bázích 1 2e ,e ,... a 1 2p , p ,...  

3 2L : P →� dané p�edpise 

( ) [ ]T3 2L ax bx cx d a b 2c, b d a+ + + = − + − −  
3 2

3 1 2 3 4P : e x , e x , e x, e 1= = = =  

[ ] [ ]T T
2 1 2: p 1,0 , p 0,1= =�  

 

( )� ( )� ( )�
1 2 3A L e L e L e� �=

� �
 

 

( )1L e   [ ] [ ] [ ]T T T
1 21, 1 k 1,0 k 0,1− = +  

  1 2k 1 k 1= = −  

( )2L e   [ ] [ ] [ ]T T T
1 21,1 k 1,0 k 0,1− = +  

  1 2k 1 k 1= − =  

( )3L e   [ ] [ ] [ ]T T T
1 22,0 k 1,0 k 0,1= +  

  1 2k 2 k 0= =  

( )4L e   [ ] [ ] [ ]T T T
1 20, 1 k 1,0 k 0,1− = +  

  1 2k 0 k 1= =  
 

1 1 2 0
A

1 1 0 1
−� �

= � �−� �
 

 
 

Cvi�ení 5 
 
P�íklad 15a) 
 
Ur�ete matici p�echodu T od báze 1 2f , f ,...  k bázi 1 2g ,g ,...  prostoru L a 1T−  matici p�echodu 

od báze 1 2g ,g ,...  k bázi 1 2f , f ,...  
 

[ ] [ ]
[ ] [ ]

2

T T
1 2

T T
1 2

L

f 1, 2 , f 2,1

g 3,5 ,g 5,3

=

= =

= =

�

 

 
a) 
 

3 1 2
a b

5 2 1
� � � � � �

= +� � � � � �
� � � � � �
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1 2 3 1 2 3
2 1 5 2I 0 3 1
� � � �
� � � �− − −� � � �

�  

1 7
b a

3 3
= =  

 
5 1 2

a b
3 2 1
� � � � � �

= +� � � � � �
� � � � � �

 

 
1 2 5 1 2 5
2 1 3 2I 0 3 7
� � � �
� � � �− − −� � � �

�  

7 1
b a

3 3
= =  

 
7 1

7 113 3T
1 7 1 73
3 3

� �
� � � �

= =� � � �
� �� �

� �� �

 

 
b) 

1 3 5
a b

2 5 3
� � � � � �

= +� � � � � �
� � � � � �

 

 
3 5 1 15 25 5 15 25 5
5 3 2 15 9 6 0 16 1
� � � � � �
� � � � � �− − − −� � � � � �

� �  

1 7
b a

16 16
= − =  

 
2 3 5

a b
1 5 3
� � � � � �

= +� � � � � �
� � � � � �

 

 
3 5 2 15 25 10 15 25 10
5 3 1 15 9 3 0 16 7
� � � � � �
� � � � � �− − −� � � � � �

� �  

7 1
b a

16 16
= = −  

 

1

7 1
7 1116 16T

1 7 1 716
16 16

−

� �−� � −� �
= =� � � �−� �� �−
� �� �

 

 
 
P�íklad 15b) 
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Ur�ete matici p�echodu T od báze 1 2f , f ,...  k bázi 1 2g ,g ,...  prostoru L a 1T−  matici p�echodu 
od báze 1 2g ,g ,...  k bázi 1 2f , f ,...  
 

2L P=  
2 2 2

1 2 3f x 2x 1, f x 2x 1,f x 2x 1= + + = + − = − −  
2

1 2 3g x ,g x,g 1= = =  
 
a) 

1 1 1

1 1 1 1
0 a 2 b 2 c 2
0 1 1 1

� � � � � � � �
� � � � � � � �= + + −� � � � � � � �
� � � � � � � �− −� � � � � � � �

 

2 2 2

0 1 1 1
1 a 2 b 2 c 2
0 1 1 1

� � � � � � � �
� � � � � � � �= + + −� � � � � � � �
� � � � � � � �− −� � � � � � � �

 

3 3 3

0 1 1 1
0 a 2 b 2 c 2
1 1 1 1

� � � � � � � �
� � � � � � � �= + + −� � � � � � � �
� � � � � � � �− −� � � � � � � �

 

 
1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0
2 2 2 0 1 0 2I 0 0 4 2 1 0 0 2 2 1 0 1
1 1 1 0 0 1 I 0 2 2 1 0 1 0 0 4 2 1 0

� � � � � �
� � � � � �− − − − − − −� � � � � �
� � � � � �− − − − − − − −� � � � � �

� �  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 1
c c c 0

2 4
1 1

b 0 b b
4 2

1 1
a a 0 a

2 2

= = − =

= = = −

= = =

 

 
1 1

0
2 2 2 0 2

1 1 1
T 0 0 1 2

4 2 4
2 1 01 1

0
2 4

� �
� �

� �� �
� �� �= − = −� �� �
� �−� � � �

� �−
� �� �

 

 
b) 

1 0 0 1 1 1
0 1 0 2 2 2
0 0 1 1 1 1

� �
� �−� �
� �− −� �
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

c 1 c 1 c 1

b 2 b 2 b 2

a 1 a 1 a 1

= = − = −
= = =
= = =

 

1 1 1
T 2 2 2

1 1 1

� �
� �= −� �
� �− −� �

 

 
P�íklad 16b) 
 
Ur�ete matici A lineárního operátoru L: L L→  v bázi 1 2f , f ,...  prostoru L, matici B téhož 
lineárního operátoru L v bázi 1 2g ,g ,...  prostoru L a T matici p�echodu od báze 1 2f , f ,...k bázi 

1 2g ,g ,... . Ur�ete 1T AT− . 
 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2

2
1 2 3

2 2
1 2 3

L P

L ax bx c a b 2c x 3a b c x 4a c

f x 2x 1, f x 2, f 1

g x x, g x 1, g x 1

=

+ + = − − + + − + +

= + − = + =

= + = + = +

 

 
 
 

1

3 3 2 0 0 0
A 12 7 5 B 4 0 2

24 19 13 0 1 3

1 0 1
T 1 1 2

3 1 6

T AT B−

−� � � �
� � � �= − − =� � � �
� � � �−� � � �

� �
� �= − −� �
� �−� �

=

 

 
 
 

Cvi�ení 6 
 
P�íklad 17b) 
 
Ur�ete všechna �ešení homogenní soustavy lineárních rovnic 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

x 2x x 3x 0

2x x 2x x 0

3x x 2x x 0

x x 2x x 0

3x x x 4x 0

− − + =
− + − =

− + + − =
− + + − =

+ − + =
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1 2 1 31 2 1 3 1 2 1 3

4 72 1 2 1 2I 0 5 4 7 / : 5 0 1
5 5

A 3 1 2 1 3I 0 7 1 8 0 7 1 8 7II
1 1 2 1 I 0 3 1 2 0 3 1 2 3II
3 1 1 4 3I 0 5 2 5 0 5 2 5 5II

−� �− −� � � � � �
� � � � � �− − − − − − −� � � � � �
� � � �= − − + − � �− +� � � � � �− − +� � � � � � +
� � � �− − − − � �� � � � − − −� �

� � �  

1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3
4 7 4 7 4 7

0 1 0 1 0 1 1 2 1 35 5 5 5 5 5
0 523 9 0 0 1 1 0 0 1 1

0 0
5 5 17 11 6170 0 0 0 0III17 11 5 5 550 0
5 5 23 9 14230 0 0 0 0III/ : 20 0 2 2 5 5 55

− − −� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �− − − − − − −� � � � � �
� � � � � � −− −−� � � � � �
� � � � � �− +� � � � � �

−� � � � � �
� � � � � �− +−� � � � � �� � � � � �

� � � �
4 7

0 0 1 1
0 0 0 1

� �
� �−� �
� �−
� �
� �

hod(A) = 4 
 

[ ]T
x 0,0,0,0=  
 
P�íklad 18a) 
 
Ur�ete všechna �ešení nehomogenní soustavy lineárních rovnic 
 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

x 2x x 3x 5

2x 3x 3x 4x 14

3x 4x 2x 2x 8

x 3x 2x 7x 4

+ − + =
− − + − = −

+ + − =
+ − + =

 

 
1 2 1 3 5 1 2 1 3 5 1 2 1 3 5
2 3 3 4 17 2I 0 1 1 2 7 0 1 1 2 7

A
3 4 2 2 8 3I 0 2 5 11 7 2II 0 0 7 7 21
1 3 2 7 4 I 0 1 1 4 1 II 0 0 2 2 6

� − � � − � � − �
� � � � � �− − − − + − −� � � � � �=
� � � � � �− − − − − + − −
� � � � � �

− − − − − −� � � � � �� � � � � �

� � �  

1 2 1 3 5
1 2 1 3 5

0 1 1 2 7
0 1 1 2 7

0 0 1 1 3
0 0 1 1 3

0 0 7 7 21 7III

� − �
� − �� �− � �� � −� �� �−
� �−� � � �− − +� �� �

� �  

 
( ) ( )Rhod A 3 hod A 3= = � ∃ �ešení 

 
volím za jednu neznámou 
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a) �ešení bez pravé strany 

[ ]T
hx k 4, 3,1,1= −  

 
b) �ešení s pravou stranou 

[ ]T
px 10, 4, 3,0= − −  

 
�ešení 

[ ] [ ]T T
x 10, 4, 3,0 k 4, 3,1,1= − − + −  
 
P�íklad 19a) 
 
Cramerovým pravidlem ur�ete �ešení soustavy lineárních rovnic 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2x 3x 2x 4

3x 2x 5x 2

4x 5x 6x 7

− + =
− + − =

− + = −
 

 
2 3 2

A 3 2 5
4 5 6

−� �
� �= − −� �
� �−� �

 

 
2 3 2

det A 3 2 5 6 0
4 5 6

−
= − − = − ≠ �

−
je regulární, m�žeme použít Cramerovo pravidlo 

1

4 3 2
det A 2 2 5 113

7 5 6

−
= − = −

− −
 2

2 4 2
det A 3 2 5 28

4 7 6
= − − = −

−
  3

2 3 4
det A 3 2 2 59

4 5 7

−
= − =

− −
 

1 2 3

113 113 28 28 59 59
x x x

6 6 6 6 6 6
− − −= = = = = =
− − −

 

 

[ ]T1
x 113,28, 59

6
= −  
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Cvi�ení 7 
 
P�íklad 21c) 
 
Ur�ete vlastní �ísla, vlastní vektory a Jordan�v kanonický tvar matice A 

10 5 3
A 17 10 9

39 21 16

−� �
� �= −� �
� �−� �

 

 
A : Au u= λ� �

 
( )det I A 0λ − =  

 
10 5 3

I A 17 10 9
39 21 16

λ − −� �
� �λ − = − λ −� �
� �− − λ +� �

 

 
10 5 3
17 10 9
39 21 16

10 5 3
17 10 9

λ − −
− λ − =
− − λ +

λ − −
− λ −

 

 
( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) 3 2

3 2

det I A 10 10 16 17 21 3 39 5 9 39 10 3

10 21 9 17 5 16 4 220 1600 2826 117 1170

189 1890 85 1360 4 x 6 0

λ − = λ − λ − λ + + − − ⋅ + − − ⋅ − − λ − ⋅ −

λ − − ⋅ − − − λ + = λ − λ − λ + + + λ − +

λ − − λ − = λ − λ + + =

 

 
 1 -4 1 6 

1  -1 -5 -6 

 1 -5 6 0 

1  2 -6  

 1 -3 0 

2  3 

 1 0 

 
( )( )( )3 24 6 1 2 3 0λ − λ + λ + = λ + λ − λ − =  

 
vlastní �ísla: 1 2 31, 2, 3λ = − λ = λ =  
 

1 1λ = −  
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( )
5 3 05 3 101 11 1111 5 3 0 / : 11 11 11 11 5 3 036 48

17 11 9 0 17 11 9 0 17I 0 0
0 3 4 011 11

39 21 15 0 39 21 15 0 39I 36 48
0 011 11

� �
� � � �−−� � � ��− − � − � � � � � − �� � � �− − − − + −� � � �� � −� � � � � �� �− − − − +� �� � � �

−� � � �� �
� �� �

� � �

[ ]T
1u 1,4,3= −  

 
 

2 2λ =  

( )
5 3 05 3 101 8 88 5 3 0 / : 8 8 8 8 5 3 021 21

17 8 9 0 17 8 9 0 17I 0 0
0 1 1 08 8

39 21 18 0 39 21 18 0 39I 27 27
0 08 8

� �
� � � �−−� � � �� − − � − � � � � � − �� � � �− − − − + −� � � �� � � � � � � �� �− − − − +� �� � � �

−� � � �� �
� �� �

� � �

[ ]T
2u 1, 1,1= −  

 
 

3 3λ =  

( )
5 3 05 3 101 7 77 5 3 0 / : 7 7 7 7 5 3 036 12

17 7 9 0 17 7 9 0 17I 0 0
0 3 1 07 7

39 21 19 0 39 21 19 0 39I 48 16
0 07 7

� �
� � � �−−� � � �� − − � − � � � � � − �� � � �− − − − + −� � � �� � � � � � � �� �− − − − +� �� � � �

−� � � �� �
� �� �

� � �

[ ]T
3u 2, 1,3= −  

 
Vlastní vektory: [ ]T

1u 1,4,3= −  

   [ ]T
2u 1, 1,1= −  

   [ ]T
3u 2, 1,3= −  

 
Jordan�v tvar matice 
 

1 0 0
J 0 2 0

0 0 3

−� �
� �= � �
� �� �
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P�íklad 21a) 
 
Ur�ete vlastní �ísla, vlastní vektory a Jordan�v kanonický tvar matice A 
 

14 4
A

30 8
� �

= � �−� �
 

 
A : Au u= λ� �

 
( )det I A 0λ − =  

 
14 4

I A
30 8

λ − −� �
λ − = � �λ +� �

 

 

( )( ) ( ) 214 4
14 8 4 30 6 8 0

30 8
λ − −

= λ − λ + − − ⋅ = λ − λ + =
λ +

 

 
Vlastní �ísla: 1 22, 4λ = λ =  
 

1 2λ =  

( ) 1 10 012 4 0 1 1/ : 12
3 3

30 10 0 / :10 3 1 0 00 3I 0

� � � �
�− − � − � � � �
� � � � � �
� � � � � �−� � � �

� �  

[ ]T
1u 1,3= −  

 
2 4λ =  

( ) 2 20 010 4 0 1 1/ : 10
5 5

30 12 0 / : 6 5 2 0 00 5I 0

� � � �
�− − � − � � � �
� � � � � �
� � � � � �−� � � �

� �  

[ ]T
2u 2,5= −  

 
Vlastní vektory: [ ]T

1u 1,3= −  

   [ ]T
2u 2,5= −  

 
2 0

J
0 4
� �

= � �
� �
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P�íklad 22c) 
 
K matici A ur�ete Jordan�v kanonický tvar J a matici T. Ov��te, že platí A = TJT-1 

10 5 3
A 17 10 9

39 21 16

−� �
� �= −� �
� �−� �

 

 
A : Au u= λ� �

 
( )det I A 0λ − =  

 
10 5 3

I A 17 10 9
39 21 16

λ − −� �
� �λ − = − λ −� �
� �− − λ +� �

 

 
10 5 3
17 10 9
39 21 16

10 5 3
17 10 9

λ − −
− λ − =
− − λ +

λ − −
− λ −

 

 
( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) 3 2

3 2

det I A 10 10 16 17 21 3 39 5 9 39 10 3

10 21 9 17 5 16 4 220 1600 2826 117 1170

189 1890 85 1360 4 x 6 0

λ − = λ − λ − λ + + − − ⋅ + − − ⋅ − − λ − ⋅ −

λ − − ⋅ − − − λ + = λ − λ − λ + + + λ − +

λ − − λ − = λ − λ + + =

 

 
 1 -4 1 6 

1  -1 -5 -6 

 1 -5 6 0 

1  2 -6  

 1 -3 0 

2  3 

 1 0 

 
( )( )( )3 24 6 1 2 3 0λ − λ + λ + = λ + λ − λ − =  

 
vlastní �ísla: 1 2 31, 2, 3λ = − λ = λ =  
 

1 1λ = −  
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( )
5 3 05 3 101 11 1111 5 3 0 / : 11 11 11 11 5 3 036 48

17 11 9 0 17 11 9 0 17I 0 0
0 3 4 011 11

39 21 15 0 39 21 15 0 39I 36 48
0 011 11

� �
� � � �−−� � � ��− − � − � � � � � − �� � � �− − − − + −� � � �� � −� � � � � �� �− − − − +� �� � � �

−� � � �� �
� �� �

� � �

[ ]T
1u 1,4,3= −  

 
 

2 2λ =  

( )
5 3 05 3 101 8 88 5 3 0 / : 8 8 8 8 5 3 021 21

17 8 9 0 17 8 9 0 17I 0 0
0 1 1 08 8

39 21 18 0 39 21 18 0 39I 27 27
0 08 8

� �
� � � �−−� � � �� − − � − � � � � � − �� � � �− − − − + −� � � �� � � � � � � �� �− − − − +� �� � � �

−� � � �� �
� �� �

� � �

[ ]T
2u 1, 1,1= −  

 
 

3 3λ =  

( )
5 3 05 3 101 7 77 5 3 0 / : 7 7 7 7 5 3 036 12

17 7 9 0 17 7 9 0 17I 0 0
0 3 1 07 7

39 21 19 0 39 21 19 0 39I 48 16
0 07 7

� �
� � � �−−� � � �� − − � − � � � � � − �� � � �− − − − + −� � � �� � � � � � � �� �− − − − +� �� � � �

−� � � �� �
� �� �

� � �

[ ]T
3u 2, 1,3= −  

 
Vlastní vektory: [ ]T

1u 1,4,3= −  

   [ ]T
2u 1, 1,1= −  

   [ ]T
3u 2, 1,3= −  

 
1 0 0

J 0 2 0
0 0 3

−� �
� �= � �
� �� �

    
1 1 2

T 4 1 1
3 1 3

−� �
� �= − −� �
� �� �

 

 
Ov��ení platnosti A = TJT-1 
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1

2 1 1
T 15 9 7

7 4 3

−

− −� �
� �= − −� �
� �−� �

, 
1 2 6

TJ 4 2 3
3 2 9

� �
� �= − − −� �
� �−� �

 

 

1

10 5 3
TJT 17 10 9 A

39 21 16

−

−� �
� �= − =� �
� �−� �

 

 

Cvi�ení 8 
 
P�íklad 23a) 
 
Ur�ete ortogonální bázi 1 2v , v ,...  prostoru V p�i skalárním násobení ( )u, v . 
 

( ) T
3V , u, v u v= =�  

 

[ ]
[ ]
[ ]

T
1

T
2

T
3

v 1,0,0

v 0,1,0

v 0,0,1

=

=

=

 

 

[ ]T
1 1u v 1,0,0= =  

 
 

2 2 1u v u= + α  
 

( )
( )

2 1

1 1

v ,u 0
0

u ,u 1
α = − = − =  

( )
( )

1 1

1 1

v ,u 0 0 0 0

u ,u 1 0 0 1

= + + =

= + + =
 

 

[ ]T
2 2u v 0,1,0= =  

 
3 3 1 1 2 2u v u u= + β + β  

 
( )
( )

1 3
1

1 1

u , v
u ,u

β = −  
( )
( )

2 3
2

2 2

u , v
u ,u

β = −  

( )
( )

1 3 1

2 3 2

u , v 0 0 0 0 0

u , v 0 0 0 0 0

= + + = � β =

= + + = � β =
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[ ]T
3 3u v 0,0,1= =  

 

[ ]
[ ]
[ ]

T
1

T
2

T
3

v 1,0,0

v 0,1,0

v 0,0,1

=

=

=

 

 
 
P�íklad 25a) 
 
Ur�ete ortogonální pr�m�t 0v  prvku v do podprostoru 1L  prostoru L p�i skalárním násobení (u, v) 

3L = �  

1L  je generován prvky [ ] [ ] [ ] ( )T T T T
1 2u 1,2, 3 ,u 0,1,3 , v 4,5,7 , u, v u v= − = = =  

 
0 1 2v a u b u= ⋅ + ⋅  

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

a u ,u b u ,u v,u

a u ,u b u ,u v,u

+ =

+ =
 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( )

1 1

1 2

2 2

1

2

u , u 1 1 2 2 3 3 1 4 9 14

u , u 1 0 2 1 3 3 2 9 7

u , u 0 0 1 1 3 3 1 9 10

v, u 4 1 5 2 7 3 4 10 21 7

v, u 4 0 5 1 7 3 5 21 26

= ⋅ + ⋅ + − ⋅ − = + + =

= ⋅ + ⋅ + − ⋅ = − = −

= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + =

= ⋅ + ⋅ + ⋅ − = + − = −

= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + =

 

 
14a 7b 7
7a 10b 26

− = −
− + =

 

 
14 7 7 14 7 7 14 7 7 / : 7 2 1 1
7 10 26 / 2 14 20 52 I 0 13 45 0 13 45

16 45
a b

13 13

− − − − − − − −� � � � � � � �
� � � � � � � �− ⋅ − +� � � � � � � �

= =

� � �

 

 

[ ] [ ]
T

T
0

16 45 16 77 87
v 1,2, 3 0,1,3 , ,

13 13 13 13 13
� �= ⋅ − + ⋅ = � �� �

 

 

[ ]T
0

1
v 16,77,87

13
=  

 
P�íklad 26a) 
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Metodou nejmenších �tverc� ur�ete funkci f(x), která nejlépe aproximuje nam��ené hodnoty. 
Funkce f(x) bude polynom stupn� 2 
 

x 2 1 0 1 2 3
y(x) 10,7 6,7 2,6 2 2,9 6,1

− −
− − − − − −  

 
( ) 2f x ax bx c= + +  

 
4 2 1
1 1 1
0 0 1
1 1 1
4 2 1
9 3 1

−� � � � � �
� � � � � �−� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1 3 1

2 1 2 2 2 3 2

3 1 3 2 3 3 3

a x , x b x , x c x , x x , y

a x , x b x , x c x , x x , y

a x , x b x , x c x , x x , y

+ + =

+ + =

+ + =

 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1 3

2 3 2 2 3 3

1 2 3

x , x 115 x , x 27 x , x 19

x , x 3 x , x 19 x , x 6

x , y 118 x , y 2 x , y 31

= = =

= = =

= = = −

 

 
115 27 19 118 a 1
27 19 3 2 b 2
19 3 6 31 c 3

− = −� �
� � � =� �
� �− = −� �

   ( ) 2f x x 2x 3= − + −  

 
 

Cvi�ení 9 
 
P�íklad 28b) 
 
Napište kvadratickou formu ( )xκ , je=li ve standardní bázi ur�ena matici A 

7 0 2
A 0 5 2

2 2 6

−� �
� �= −� �
� �− −� �

 

1 2 3 1 2 2
1 1 3 2 2 3 1 3 2 3 3

1 2 3 2 2 2 2
1 2 3 1 3 2 3

1 2 3 3

7x 0x 2x x
7x 2x x 5x 2x x 2x x 2x x 6x

0x 5x 2x x
7x 5x 6x 4x x 4x x

2x 2x 6x x

−� � � �
= − + − − − + =� � � �− ⋅� � � � = + + − −

� � � �− −� � � �
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( ) 2 2 2
1 2 3 1 3 2 3x 7x 5x 6x 4x x 4x xκ = + + − −  

 
P�íklad 29b) 
 
Je dána kvadratická forma ( )xκ . Ur�ete matici A kvadratické formy ( )xκ  ve standardní bázi 

 
( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 1 3x 3x 4x 2x 4x x 4x xκ = − − − + −  
 

3 2 2
A 2 4 0

2 0 2

− −� �
� �= −� �
� �− −� �

 

 
 
P�íklad 30b) 
 
Je dána kvadratická forma ( )xκ . Ur�ete inercii ( )in κ  a definitnost kvadratické formy ( )xκ  
 

( ) 2 2 2
1 2 3 1 3 2 3x 7x 5x 6x 4x x 4x xκ = + + − −  

 
7 0 2

A 0 5 2
2 2 6

−� �
� �= −� �
� �− −� �

 

 

( )

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

7 0 2
det I A 0 5 2 0

2 2 6

7 5 6 0 2 2 2 0 2 2 5 2 7 2 2 0 6 0

λ −
λ − = λ − =

λ −

λ − λ − λ − + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ λ − ⋅ − λ − ⋅ ⋅ − ⋅ λ − =

 

( )( )( )3 215 99 162 9 6 3 0λ − λ + λ − = λ − λ − λ − =  

1 2 33 6 9λ = λ = λ =  
 
všechna vlastní �ísla > 0 

( ) ( )in 3,0,0κ =  

( )xκ  je pozitivn� definitní 


