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DIL 1
MECHANIKA HMOTNE SOUSTAVY A TUHEHO TELESA
CAST 1V

1. Hmotny stired soustavy

Definice. Mé&jme dva nebo vice hmotnych bodi. Jestlize tyto hmotné body na sebe
navzajem silové pusobi, pak fekneme, Ze¢ tvoii soustavu hmotnych bodi neboli
strung hmotnou soustavu. dedede

Silové pusobeni muZe byt trvalé nebo pferuSované. Piikladem trvalého silového
pisobeni je vzajemné gravitatni plsobeni mezi kosmickymi télesy tvoficimi nasi
slune¢ni  soustavu a hlavné¢ ovSem mezi kazdym t€lesem soustavy a Sluncem.
Shune¢ni soustavu muzeme povazovat za hmotnou soustavu, jednotlivymi hmotnymi
body této soustavy jsou Slunce, planety, jejich mésice, komety a pak drobné;si, az
mikroskopicka télesa, tvofici mj prstence kolem nékterych planet, dale pak pas
asteroidii a kone¢né tisice osamocenych drobnych téles krouzicich kolem Slunce.
Nakonec sem musime zapoditat i pomalu rostouci pocet umélych druzic, sond a
jejich vraka.

Prevladajici silou, drzici celou tuto soustavu pohromadé€, je gravitaéni sila Slunce,
kterou jsme jiz diskutovali. Této sile podléhaji vSechna t€lesa SluneCni soustavy
trvale. Pravé tak jsou trvale v silové interakci Mésic se Zemi a vitbec kazda planeta
se svymi mésici. Vezmeme-li libovolné dvé planety, tfeba Zemi a VenuSi, skoro
nikdy se k sob¢ nepiiblizi natolik, aby se dostaly do vyznamnéjsi silové interakce, jak
plyne ihned z Newtonova gravitaéniho zakona; vzdalenost obou hmotnych boda -
VenuSe a Zemé - je stale pfili§ velika. K mirné vyraznéj$i silové interakci mezi nimi
dochazi jen zfidka, a 1 tehdy je interakce slaba. VzdalengjSi planety jsou si i pfi
nejvétsim piiblizeni  tak vzdaleny, Ze vzajemné silové pasobeni je témérf
zanedbatelné, piestoze napf Jupiter a Saturn, obihajici na sousednich drahach, maji
pomémé velké hmotnosti. Jen jednou za mnoho let se k sob& podle pozorovani ze
Zemé zdanliv€ piiblizi - pak tikame, Ze jsou v konjunkci.

Prikladem neustale naprosto pieruSovancho silového pusobeni je silové piisobeni
mezi molekulami nebo atomy plynu. M¢&me v uzaviené nadobé plyn o celkové
hmotnosti m kg. Povazujeme-li kazdou molekulu (nebo atom, jde-li o plyn v
atomarnim stavu) za hmotny bod, pak plyn jako celek tvofi v nadob& hmotnou
soustavu. Vezmeme-li konkrétné tfeba atomami vodik, pak v jednom kg vodiku je
piiblizng 6.10°° atomii. Mame tedy nepiedstavitelné rozsahlou hmotnou soustavu,
tvofenou piesné stejnymi hmotnymi body - atomy vodiku. Podle kinetické teorie
plynii, kterou budeme probirat pozdgji, jsou vSechny tyto atomy v neustalém
vzajemném pohybu, jehoZ intenzita zavisi jen na teplot¢. GravitaCni pusobeni Zemé
na atomy miizeme pro jejich nepatrnou hmotnost zanedbat; tim zanedbavame i jejich
potencialni energii a zbyva cnergie kinetickd. Kazdy nahodn¢ vybrany atom leti
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pohybem rovnomémym ptimocarym do okamziku srazky s jinym atomem nebo se
sténou nadoby. PFi srazce, trvajici nepatrny okamzik, dojde k  zmén€ hybnosti
kazdého z nich. Tuto hybnost si kazdy z nich zachovéa az do pfiSti srazky s jinym
atomem nebo sténou nadoby, atd.

Tak jsme struéné prodiskutovali dvé extrémné riizné hmotné soustavy: Slunecni
soustavu, skladajici se ze statisici naprosto rizné hmotnych bodi makroskopické
velikosti, a plyn v nadob¢, skladajici se naopak z naprosto stejnych hmotnych bodu,
oviem v nepfedstavitelné vét§im mnoZzstvi. Tyto dv€ vyclenéné soustavy ovSem tvofi
ve skute¢nosti soustavu jedinou, vzdyt do sluneéni soustavy patfi i atomy a molekuly
tvorici atmosféry vSech planet a mésicu.

Definice Hmotna soustava, ktera ani nevydava ani nepfijima z okoli energii, se
nazyva izolovand. dedes

7 této definice je ziejmé, Ze, pfisn¢ vzato, neni SluneCni soustava soustavou
izolovanou; jednak Slunce neustale vyzafuje energii, ¢imz se jeho hmotnost trvale
zmeniuje, jednak se v gravitatnim poli Slunce obcas zachyti n€jaky kosmicky
predmét, &imz se hmotnost soustavy zase zv&tsi. To v3e je vSak v poméru k hmotnosti
celé soustavy tak bezvyznamné, Ze ji prakticky miZeme povazovat za izolovanou .

Plyn v uzaviené nadobg, udrzovany na konstantni teplot¢, je piikladem skutecné
1zolované hmotné soustavy.

Pro izolované hmotné soustavy plati né¢kolik obecnych vét, které postupné uvedeme.
Nejprve oznaéme hmotné body naSi soustavy m;, takZze mame soustavu

m:

1?

i=12,...,n (1) tedy mame soustavu n obecné riznych hmotnych bodu m;.

Pro libovolny bod my; této soustavy plati druhy Newtonav zakon:
dp;

dt
pusobicich. Které sily jsou pro bod m; silami vngj$imi? Jsou to piedné sily, kterymi
na m; pusobi ostatni body soustavy. Tyto sily nazneme vnitfni sily soustavy a jejich
vyslednici piisobici na bod mj oznatime F;,. Dale pak na m; pisobi n&jaké vnejsi

=F. (2), kde p; je jeho hybnost a F; je vyslednice vngjsich sil na bod

>

sily, majici piivod jinde neZ v soustavé. Vyslednici téchto sil pisobici na m; oznacime
F;.. Celkem na m; pasobi sila |F; = F;, + F,,  (3)|

DokaZeme, 7¢ vnitini sily soustavy nemaji vliv na pohyb soustavy jako celku.
Vezméme proto soustavu pouhych tfi bodi. Pisobi-li bod m; na bod m» silou Fy,
pak podle tictiho Newtonova zakona pisobi m; na m; silou -F;,. Obdobn¢ pisobi-li
m, na ms silou F 3, plisobi m; na m; silou -F;;. Kone¢n¢ m, piisobi na m; silou F»>3 a
ms plisobi na m, silou -F»3. Secteme-li vSechny tyto sily, dostaneme

(F15 - Fi2) + (Fi3 - Fy3) + (Fp3 - Fa3) = 0. Tuto uvahu miizeme roz§ifit na soustavu o
libovolném poctu bodl a tak vyslovit zaver, Ze soucet vnitinich sil v soustavé je
roven nufe. s
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Zakon (2) plati pro kazdy bod m; nasi soustavy. Sectéme tyto rovnice pro vSechny
n dp : . . :

body soustavy: Z—%‘— =3 F, + 2 F.. . Jak jsme pravé dokazali, je suma vnitinich sil
i=1 i= l

F;, rovna nule. Zbyva suma vnejswh sil. Oznaéme sumu vnéjSich sil plsobicich na

viechny body soustavy neboli prost® na soustavu jako celek pismenem F. Tak

dostavame, uvazime-li, Ze pi = m; v; : ”Z m,v, =F (4). Tato rovnice vyjadiuje

tzv Prvni vétu impulzovou neboli v&tu o hybnosti soustavy:

2. Prvni véta impulzova

Casova zména celkové hybnosti soustavy hmotnych bodu je rovna vysledné vn¢jsi
sile na soustavu pusobici. eedede

Znéni této véty je zcela analogické druhému Newtonovu pohybovému zakonu pro
jeden hmotny bod; rozdil je jen v tom, Ze nyni mame misto hmotného bodu hmotnou
soustavu. KdyZ je tedy mozno nahradit viechny vngjsi sily plsobici na soustavu silou
jedinou, vyvstava myslenka nahradit také celou soustavu jedinym hmotnym bodem o

hmotnosti rovné hmotnosti  soustavy, tedy bodem m, |mg = Z:mi (). Casova

zména hybnosti tohoto bodu musela by se rovnat ¢asové zmén€ hybnosti soustavy,
od d<  _ . .
tedy muselo by platit E(mTvT) = az m,v, . Vynasobime tuto rovnici dt,

n
dostaneme d(myVyy = dz m. v, . Maji-li se sob& rovnat diferencialy dvou funkei,
i=1

musi se sob& rovnat funkce samotné, tedy musi platit jm, v = Z m; v, (2), kde vy

je rychlost bodu my. Dosadme do této rovnice rychlost podle definice v = dr/dt:

diy d .
dost — Ip) = )= — f; | neboli
ostaneme my —— G (myTyp) (; dt) dt(Zm J n

n

d(myTy) = d(z mifiJ (3)| . Z rovnosti diferenciali funkci vyplyva opét rovnost
i-1

funkci (aZ na integracni konstantu, kterou poloZime rovnu nule), takze dostavame




n = = =

s = 1 I m, T, + m,yT, +...+m, T, )
T— . s Ly — .
v m, + m,+...+m,

Hmotny bod Mt o hmotnosti my, ktera je podle (1) souctem hmotnosti jednotlivych
bodli soustavy, se nazyva hmotny stied soustavy. Nachazi-li se soustava v
gravitatnim poli n&jakého nebeského t&lesa, napf v gravitatnim poli Zemé€, pusobi
toto pole na hmotny stied gravitaéni silou pravé tak jako na jakykoliv jiny hmotny
bod a proto se hmotnému stiedu soustavy umisténé v gravitatnim poli fika stru¢né

t&Zzisté. Poloha t&Zi§té v prostoru je dana jeho pruvodi¢em rr. Pro soufadnice t€Zist&
dostavame ze (4):

n n n
Zmixi Zmi}’i Zmizi
_ =l i=1 _ =l

XT , yT = , Z,I -
mry mr mr

5

P#iklad 1. Je dana hmotna soustava tii hmotnych bod {M;, M, M.} umisténych v
roving, kde: m, =4 kg, m, = 6 kg, m, = 5 kg. Koncové body privodici r, 1z, 13 jsou
(v metrech): (x;;y,) = (11:3), (x,3y,) = (14:7), (x33y,) = (19:5).

Ma se vypocist hmotnost m.. a koncovy bod (xr ;yt) pravodice rr te€ZiStE soustavy.

3
Reseni . Podle vztahu (1) dostavame pro mp: my = Z m, =4+6+5=15kg.

i=1
Ze vztaht (5) dostavame:

. mX; + myX, +m3x; 411+614+519 44+84+95 223
T = = = =

= 14,87 metru,
mry 15 15 15

> 3 3+67+5. 5
yo my; + Moy, +msy; 43+ 6.7+ 5: 12+42+2 ::22:5,27metru,
moy 15 15 15

VoWt

Soutadnice xt a yr koncového bodu privodice t&zisté tedy zname a pravodic r. proto

napiSeme ve tvaru  rp=ix; + jy, = 114,87 + j5,27. o

O t&7isti hmotné soustavy plati dalsi velmi dalezity zdkon, znamy pod nazvem zdkon
o zachovani tézisté neboli zdkon o zachovani hybnosti.

Zakon o zachovani téZisté neboli zikon o zachovani hybnosti:

Necht’ je dana izelovand soustava hmotnych bodi. Pak plati:

1. Celkova hybnost izolované soustavy hmotnych bodii, rovna vektorovému souctu
okamzitych hybnosti jednotlivych bodii soustavy, ma béhem Casu konstantni smer i
velikost.



Tento zakon mizeme vyjadiit jako zakon o zachovani pohybu t€ziste:

v -

2. Teziste izolované soustavy se pohybuje podle prvniho Newtonova zdkona. s

V dal$im oddilu ukdzeme dilezitou aplikaci tohoto zakona. Pijde o pohyb rakety.

3. Pohyb rakety
1j pohyb télesa s proménnou hmotnosti

Necht’ na raketu s palivem nepiisobi Zadna nenulova vyslednice vnéjsich sil,

Z Fi =F=0 (1)l To senapovrchu Zemé da docilit tak, e raketa je ve vodorovné

poloze umisténa na podvozku, ktery se miZe bez tfeni (nebo asponl pifiblizn¢ bez
tieni) pohybovat po vodorovnych kolejich; soustavu raketa plus palivo plus
podvozek bychom m¢éli nazvat systém, ale pro stru¢nost budeme tomuto systému i
komplexu ftikat nadale prosté raketa. Zanedbame 1 odpor vzduchu a pfipadné dalsi
odpory, takze vyslednice vné&jsich sil pusobicich na raketu je nulova (vaha rakety,
rozumi se tedy rakety s palivem a podvozkem, je vykompenzovana reakci od koleji).

Zpocatku, tj v ¢ase t = 0 raketa stoji v klidu na kolejich, tedy jeji rychlost v, a tim i
jeji hybnost p, jsou nulové, v, =0 a p,=0. Zavedeme soustavu soufadnou, jejiz
pocatek polozime do t&€zisté mr rakety, které zpocatku je samozieyme také v klidu.
Celkovou pocate¢ni hmotnost rakety oznaCime my.

V &ase =0 se palivo zapali a spaliny zacnou tryskat z rakety. Predpokladame, ze¢
vykon motoru je konstantni, tj diferencialy hmotnosti dm paliva spalencho za stejné
Casové intervaly dt jsou stejné. Jak raketu o okamzZité hmotnosti m(t) = m, tak

diferencial spalin o hmotnosti dm vytryskly za ¢as dt povaZzujeme za hmotné body.
Podle druhého Newtonova pohybového zakona plati pro jeden hmotny bod:

F:d_p: d(}mv): di+m—qX (2)
dt dt dt dt
dvou bodit a proto nelze pouzit bezprostiedné rovnici platnou pro jeden bod, ale je
nutno uvazovat nasledovné. Protoze na soustavu téchto dvou hmotnych bodl nepusobi
podle predpokladu 7zadna nenulova vysledna sila, jde o soustavu izolovanou a tedy
podle prvni véty impulzové bude jeji hybnost stéle stejna, nulova. Poznamenejme, Ze
tlak vznikly spalovanim paliva je v této soustav¢ silou vnitini, takze neovlivni
celkovou hybnost soustavy. NaSim cilem je stanovit zavislost rychlosti rakety na
hmotnosti spalin, vytrysklych z rakety shofenim paliva; budeme piedpokladat, ze
hmotnost spalin je rovna hmotnosti spoticbovaného paliva, coZ je prakticky téméef

presn¢ splnény predpoklad.

My v§ak mame na konci intervalu dt soustavu

Piedpokladejme, Ze raketa ma v ¢ase t hmotnost m+dm a leti rychlosti v, vzhledem
k zemi, obr. 1, kde jsme do sméru pohybu polozili osu +X.



dm m dm m
> >+X

OBR. 1 OBR. 2

B&hem intervalu dt vytryskne z rakety hmotny bod dm a to rychlosti ¢ vzhledem k
raketé, ktera, jak predpokladame, leti vzhledem k zemi rychlosti v,. Hybnost soustavy
m+dm pred vytrysknutim dm je podle obr. 1 |Pyigm =(m+dm)v_ (3)| Po
vytrysknuti vzroste rychlost bodu m o hodnotu dv, ve sméru osy +X,(obr. 2) takze
hybnost bodu m bude [p,, = m(V, +dv ) (4)| Rychlost bodu dm vzhledem k zemi
bude (v,-¢), takZe hybnost bodu dm bude |py, =dm(v, —¢) (5)| Protoze na
soustavu neptisobi zadna nenulova vngjsi sila, jeji hybnost se podle zakona o
zachovani hybnosti nezméni, tedy hybnost pfed rozdélenim se rovna hybnosti po
rozdéleni: pyidm = Pm + Pam NEbOI

(m+dm)v, =m(v, +dv ) +dm(v, - ¢) =

mv,_ +dmv, =mv, +mdv, +dmv, —dmc=

0=mdv, —dm¢=>mdv, =dm¢C (6) Odtud mame vektorovou diferencialni

T . _dm
rovnici {dV, =¢—dm=dv =C—
m
u¢inime pouzitim pravidla o znaménku diferencialu. Podle obr. 3 je hmotnost m
klesajici funkci rychlosti v, jak rychlost roste, tak hmotnosti m ubyvd. diferencial dm

) dm .
musi mit znaménko minus, takze misto (7) musi platit [dv, = —c— (8)| neboli
m

(7)| Je potieba piejit na rovnict skalarni, coz

mdv, =-cdm (9)
odvozena r.1898.

. coz je Ciolkovského rovnice rakety v diferencialnim tvaru

Rovnici (8) upravime a zintegrujeme, ¢imz ji pievedeme na tvar integralni. Pocatecni
hmotnost rakety ozna¢ime m,, pocate¢ni rychlost oznafime vy, (mize byt jak
nenulova, tak nulova), vyslednou (kone¢nou) hmotnost ozna¢ime my a vyslednou
(konecnou) rychlost oznacime vy Tak dostavame:

vk:‘)>

Yo

m V.
l] i
—cdm=mdv, :>--cd—m:dvr = —C I~—dm: jdv, = —cIn(m) $" =V,
m m ; 0

m(! 9



—c(ln(mk ) — In(m, )) =V, -V, > (‘(ln(mo ) — In(m, )) =V, —V, =

m . my c , )
v, —v,=c¢In—"= neboli |v, =v,+cIn— (10). To je Ciolkovského rovnice
‘ m m
K k

rakety v integralnim tvaru. Integralni je takovy tvar rovnice (libovolné), ktery jiz
neobsahuje Zadné diferencidly.

F N
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OBR . 3 Hmotnost m je klesajici funkci rychlosti, diferencial hmotnosti je zdporny, -
dm, kdeZto diferencial dv, je kladny.

Z. rovnice (10) vyplyva, Ze vysledna rychlost v, rakety zavisi (kromé na pocatecni
rychlosti vy} jen na poméru jeji pocatecni a konecné¢ hmotnosti, piesné feceno, na
logaritmu tohoto pomé&ru. Za povSimnuti stoji, Ze vibec nezalezi na délce doby, po
kterou palivo hotelo. Tak tomu je oviem jen daleko od gravitaénich poli. Pfi startu na
cestu napt ze Zemé€ na Mésic je nutné, aby raketa ziskala unikovou rychlost, ktera se
na povrchu Zemé rovna druh¢ kosmické rychlosti, dtive nez palivo vyhoii. Unikova
rychlost ovSem klesa se vzdalenosti od Zemé, takze raketa musi ziskat unikovou
rychlost v t& vzdalenosti od Zemé&, v niZ palivo dohofelo (gravita¢ni silu Mésice a
Slunce na raketu neuvazujeme).

Priklad 1. Raketa o po¢ate¢ni hmotnosti my = 125 tun lezi ve vodorovné poloze na
podvozku na rovnych kolejich. Vytokova rychlost spalin je ¢ = 4 km/s, pocatecni
rychlost rakety je vy = 0. Jaka bude kone¢na rychlost vy, jestlize kone¢na hmotnost
rakety po vyhoteni paliva je 25 tun? Dosahne raketa prvni kosmickou rychlost Zem¢
vy = 7,9 km/s? Jestlize ne, jaka by musela byt poCate¢ni hmotnost rakety my, aby prvni
kosmickou rychlost dosahla? Odpor vzduchu a viechny dalsi odpory zanedbejte.

Reseni
Ve vzorci (8) bude vo = 0, ¢ = 4 000 m/s, my = 1,25.10° kg, m, = 2,5.10" kg. Pak
dostaneme:



510°
v, = cIn ™ = 4000.1n 2219 _ 4000 1n 122

=6437,7m.s" =6,4km.s™".
m, 2510 25

Raketa tedy prvni kosmickou rychlost nedosahne.
Spocteme pocate¢ni hmotnost my, potfebnou k dosazeni prvni kosmické rychlosti
Zemé vy, = 7900 m/s:

m()
m,

v, =v,=clIn =¢(In{m,) - In(m, )) = v, =c.In(m,) — ¢cln(m, ) =

¢.In(m,)=v, +c.In(m, )= In(m,) :l(v1 + C. ln(mk):>
C

ol Ve TO00+4000. In( 25000))/4000 2
m, = eltremale  g(TP0 0@ _ o121 18(165,5 kg = 180,2 tuny .

Raketa tedy dosahne prvni kosmickou rychlost, bude-li jeji pocCateCni hmotnost
piiblizn¢ 180 tun (a konena 25t). s

Nyni budeme zkoumat kolmy start rakety z povrchu Zemé; tak startuje vétSina raket i
raketopldn (ten startuje jako raketa a pfistava jako letadlo). Zejména nas zajima
okamzik odpoutani rakety od Zem¢ a pak nas bude zajimat zéavislost rychlosti na Case;
odpor vzduchu vSak zanedbame. Pro feSeni téchto kold potfebujeme nejprve vzorec
pro zavislosti hmotnosti rakety na ¢ase. Oznaéme proto hmotnost rakety bez paliva m,
a po¢atecni hmotnost paliva m,, takze po¢ate¢ni hmotnost celého komplexu je

mg,=m; +m, (11). Oznatme dale p mnozstvi paliva, vytrysklého za vtefinu.

Fyzikalni rozmér [p] je tedy kg/s. Za t vtefin vytryskne hmotnost ut a o tuto hodnotu
se ovem zmensi hmotnost rakety. Tak dostavame hmotnost rakety zavislou na Case ve
tvaru  [m(t)=m=my—ut=m, +m, —ut (12)| Regulaci pfitoku paliva do

spalovaci komory se ovSem u sloZit&jsi rakety da hodnota p ménit, zatimco rychlost ¢
se prozatim u raket ménit neda (kazdy raketovy motor je dosud konstruovan jen na
jeden urcity druh paliva).

Stanovime nejprve zavislost rychlosti rakety za pfedpokladu, Ze neni gravitacni pole.
Vyslednou rychlost rakety jsme jiz ziskali podle Ciolkovského ve tvaru (10)

m : T y

v, = v, + c.In—=. Mame-li dostat rychlost nikoliv vyslednou, ale rychlost v Case t,
mk

vyjdeme z této rovnice v diferencialnim tvaru (9): mdv, =-cdm. Odtud

d dt : ) . :
dv, =-c M_ a , nebot’ za diferencial Casu dt vytryskne diferencial

m m, +m, —ut

hmotnosti dm = p dt a do jmenovatele jsme dosadili hmotnost jako funkci Casu podle

d . :
(12). Vydélime dt a dostaneme Vr °H . Avsak dv/dt je derivace
dt mg + my — ut




rychlosti rakety podle ¢asu neboli je to prosté zrychleni rakety. Vidime, Ze absolutni
hodnota zrychleni rakety s rostoucim ¢asem roste, nebot’ jmenovatel se zmensuje.
Znaménko zrychleni stanovime zase z Pravidla o znaménku: protoze rychlost je
rostouci funkci ¢asu (podle Ciolkovského rovnice), musi byt diferencial dv, rychlosti
dan kladnym vyrazem. Proto je potieba znaménko v poslednim vyrazu zménit a tak
dostavame pro  zrychleni rakety v  prostoru bez  gravitace  vyraz

dv, cu , . . R .
= (13)|  Pfi kolmém startu z povrchu Zemé mifi zrychleni
dt  my+m, —ut

rakety ve sméru vnéjsi normaly Zemé a proti tomuto zrychleni, tedy ve sméru vnitini
normaly, ptisobi na raketu zemské zrychleni. Pfedpokladame-li dosti redlng, Ze raketa
ziska potiebnou rychlost ve vySce do sta kilometrii, mizeme, jak vime, povazovat
gravitacni pole za homogenni, tedy gravitaéni zrychleni za pevné s hodnotou g = 9,81
m/s”. Ma-li se raketa odpoutat od povrchu Zemé, musi byt jeji zrychleni vétsi neZ g, 4
musi byt

cy
my +m, — ut

>g (14)] ass

4 Hmotny’ sti"ed tuhého télesa

soustavy. Nyni tento pojem roziitime na tézisté tuhého télesa. Tuhym télesem se
rozumi t&leso, které¢ se ptsobenim vngjsich sil nedeformuje, takze jde o idealizaci.
Kazdé skuteéné téleso je pouze pevné (nejde-li oviem o téleso kapalné nebo plynné).
Dale budeme télesem rozumét t€leso tuhé. Pro ucely vypoctu si téleso piedstavime
jako by rozfezano na diferencidly hmotnosti, které, maji-li tvar malych usecek,
&tveredkl &1 krychliek, 1ze povazovat za hmotné body, a t€leso lze pak povazovat za
hmotnou soustavu Na obr.4 je zakresleno rozdéleni hmotného obdélnika (napf

; ] T J L vystiizeného z plechu) na ¢tvereCky o stran¢ dr. Suma

} | ! | l || 1 ; m Obr.4 téchto &tvereckn tvofi hmotnou soustavu, ktera zase

ERs [ N y | 1 tvoii tuhé téleso - plechovy obdélnicek. Hmotnost
A l R &tverecku je dm = o dS, kde o (sigma) je hustota
materialu obdélnika a dS = (dr)’ je ploska &tverecku. Poznamenejme hned na tomto
misté, 7¢ pro krychlitky objemu V resp pro obdélnicky plochy S resp pro usecky
hmotné kiivky s (dratu) plati [dm=p.dV resp dm=c.dS resp dm=7.ds (1)|, kde p

(r6) resp o resp 1 (tau) je objemova resp plosnd resp délkovd hustota materialu dancho
t8lesa. Samoziejmé pak souctem t&chto diferencialli hmotnosti je celkova hmotnost

1]
|
]

télesa: Idm =m. Pro soufadnice t€Zist¢ pak plati:

fx. dm jy.dm I? dm

e, Yy =", Zp="F— (2)}
I dm _fdm

[dm

XT:




Casto je viak vyhodné nedélit dané t&leso na krychlicky, étvereky &i usecky, coZ jsou
dobré¢ 1dealizace hmotnych bodi, ale je vyhodné&jsi délit t€leso na jiné Gtvary, stale
viak pti zachovani podminky, Ze jde o t¢liska limitn¢ malé hmotnosti.

Wow 2

Priklad 1. Vypoctéte t&zist¢ pravouhlc¢ho trojuhelnika 0Ba.

N

Y

Obr. S.

A 4

Reseni
Plati améra
— . " ]
v y:y—:V—y:X(a—x):y:V——(a—x):V(l~-]+—x]:>
a—-x a a a a

yzxx, dy:de (3|
a a

Provéfme tuto umeéru. Podle obr. Sma prox=a byty=V,prox=0mabyty = 0.
Dosazenim za x do (3) to skutecn¢ vychéazi. Diferencial dS plosky trojihelnika je dS
= x.dy, diferencial jeho hmotnosti je (podle (3))

dm=0c.dS=0c.x.dy = O'.X.de (4)
a

3 a

a
5 X
dem_ jxc\a/xdx: 6’.X dX: 3

3 2
xp -3 Slxp=Za 9)
dm \ A 21 a- 3
.[ IG q x dx J-X dx X ,
0 2
0
Myslime-li si trojuhelnik pfevracen o 90° ve sméru chodu hodinovych rudicek,

2 _
dostavame podle analogie |y ==V  (6)|, pocitano od bodu B smérem k bodu a.

3

[\
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5. Rotace tuhého télesa. Dvojice sil a jeji moment

Protoze téleso si predstavujeme jako hmotnou soustavu nekone¢n€ mnoha nekonecné
malych diferenciall hmoty, budeme sice dale vétSinou stru¢né mluvit jen o €lese, ale
soutasné si pod slovem téleso budeme piedstavovat zmin€nou hmotnou soustavu,
nebot’ pro v&tdinu vypodta je to vyhodngjsi. Je potieba uvédomit si hned zpocatku
jeden zasadni rozdil mezi rotaci hmotného bodu a rotaci t¢lesa. Ten spociva v tom, Ze
u hmotného bodu nema smysl mluvit o jeho rotaci kolem vlastni osy, protoze hmotny
bod jakozto geometricky bezrozmémé maly uUtvar Zadnou vlastni osu nema. To
souvisi bezprostiedné s tim, Ze hmotny bod je sém sob& hmotnym stiedem (t€Zi5t€m).
Kromé toho u hmotného nelze mluvit o zadnych vnitfnich silach, protoze hmotny bod
7adny vnitiek nema. Mohou tedy na n¢j pisobit jen sily vnéjsi.

Téleso v§ak, na rozdil od hmotného bodu, miiZze rotovat i kolem vlastni osy, nebo
piesnéji a obecngji fe¢eno kolem osy jdouci jak jeho vnittkem tak 1 mimo ng€. ZvIast
vyznamné postaveni mezi takovymi osami zaujimaji osy jdouci hmotnym stfedem

(t87i5tém) télesa a z nich pak ty, - pokud u daného télesa existuji - kter¢ jsou osami
symetrie télesa. Tak napf homogenni koule ma nekone¢né mnoho os symetrie

jdoucich jejim t&7i3tém, které u homogenni koule leZi v jejim stfedu. Valec ma jednu
osu symetrie lezici v jeho ose geometrické plus nekonecn¢ mnoho os symetrie

jdoucich ve stiedu jeho vySky kolmo na jeho povrch.

Definice. Moment M sily F vzhledem k bodu A je definovan vztahem M =[r x F],
M =[F x F], kde r je pritvodi¢ bodu A. & &%

Pro popis rotace tuhého télesa je nutno pouzit dalsi vektorovou veli¢inu, ktera se
nazyva dvejice sil neboli silovd dvojice. Jak je experimentalné dokazano, dvojice sil
vidy vyvolavad rotacni pohyb télesa. Pro urcitost budeme rozliSovat rotaci t€lesa
kolem osy, ktera ma v prostoru pevnou polohu od rotace télesa kolem volné osy, ktera

tedy nema pevnou polohu v prostoru. Nejprve budeme definovat dvojici sil a jeji
moment.

Definice. Dvojice sil je definovana jako dvé stejné velké sily opacného sméru

F a -F nelezici ve stejné ptimce. Kolmou vzdalenost r od piimky sily -F k pfimce sily
F povaZzujeme za vektor r a moment M=[FxF] (1)| nazveme moment dvejice sil,
jak je zakresleno na obr. 6. &

Dvojice sil ma dv& vyznacné vlastnosti: pfedné zpusobuje Cisté rotaCni pohyb telesa
kolem jeho vlastni osy, za druhé dvojici sil je mozno libovoln¢ posouvat v jeji roving,
dokonce ji mizeme posunout i do libovolné jiné roviny rovnobézné s jeji pavodni
rovinou, a ucinek dvojice se nezméni. Rovinou dvojice se mysli rovina uréena obéma
pfimkami, v nichz lezi F a -F.

1



-F¢
Obr. 6. Dvojice sil -¥ a ¥ a moment M této dvojice.

Dokazeme, ze dvojici sil skute¢né mizeme pravé popsanymi zplisoby posunovat,
obr. 7. Vypocteme proto moment M dvojice vzhledem k libovolnému bodu O, ktery
je dan vektorovym souétem moment( obou sil dvojice vzhledem k tomuto bodu.

F

»
L

>

obr. 7.

0

M =[r, x F ] + [r, x -F]. Z druh¢ho vektorového sou¢inu vytkneme znameénko minus;
M = [r x F] - [r, x F]. Z obrazku vidime, Ze r, = r, + r. Tento vyraz dosadime za r|
do prvniho vektorového soucinu a dostavame M = [(r, + r) x F] - [r, x F].
Rozdelime prvni vektorovy soucin na dva a mame M = [r, x F] +[r x F] - [r, x F] =
[rx F], tedy [M=[f xF] {2)

Dostali jsme vyraz totozny s vyrazem (1) a tak jsme dokazali tuto VEtu:

Véta 1. Dvojici sil Ize rovnobézné posunout do libovolného mista v télese a jeji
ucinek na téleso se nezmeéni. s de s

Vétu pouzijeme v nasledujicim oddile ke stanoveni pohybu voln¢ho t€lesa, na které
pusobi libovolna sila F.

6. Pohyb voiného télesa vyvolany silou F

Zkoumejme pohyb volného télesa, na které pusobi vyslednice wnéjSich sil F. Na
obr. 8 je zakresleno t&leso tvaru hmotného obdélnika, jakym je tieba obdélnik
vystiizeny z plechu nebo vyfiznuty z dfevéné desky. Obdélnik (t€leso) je volny,
neni podroben zadné vazb&. Pfedpokladame, Ze na n&j v bod¢ B piisobi vyslednice
vngjsich  sil F. Realizaci takové situace muiZe byt tryskovy motor pevn¢
pfiSroubovany k hmotnému obdélniku v bod¢ B; obdélnik leZzi na vodni hlading. K
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prozkoumani pohybu tohoto volného obdélnika vcetn€ motoru, jehoz hmotnost proti
hmotnosti obdélnika zanedbame, pouzijeme nasledujiciho postupu. Do t€zist¢ T
obdélnika umistime dv¢ opacn¢ orientované sily velikosti F, jak je zakresleno na
obr. 9.

v

T obr. 8

v

obr. 9 B Do t¢zist¢ T jsou

-~
v

@
T

-F F umistény sily F a -F,

jejichz ucinek se vzajemné vyrusi,
nebot F - F = 0. Piesto jsme docilili ve vyzkumu zéasadni obrat, nebot’ nyni si
muzeme piedstavit tutéz situaci v rozlozeni sil podle obr. 10.

B 4
.4;;‘, — obr. 10.

-F T F

B!
AV

/N

Na hmotny obd¢inik pisobi podle obr. 10 vlastn€¢ dvojice sil zakreslenych
dvojSipkami a sila F zakreslena Sipkou jednoduchou. Dvojice ma rameno d = rsina a
na obdéInik piisobi momentem. M =[df x F], coZ budeme dale zapisovat jako

M = |[r x F]. Vlivem tohoto momentu obdé¢lnik rotuje; zahy zjistime kolem kterého
bodu. Zbyvajici sila F pusobi v t&ézisti T obdélnika a snaZi se vyvolat jeho transla¢ni
pohyb.

Abychom zjistili kolem které¢ho bodu obdélnik rotuje, pfipomeneme, Ze podle Véty 1
miizeme dvojici v télese paralelné posunout. U rovinného télesa piichazi v uvahu jen
posunuti v jeho rovin¢ (nebo v rovinach rovnob&znych). Posuneme tedy dvojici sil
symetricky k t&Zisti, jak je zakresleno na obr. 11. Z uvedené¢ho usuzujeme, Ze dvojice
sil otaci télesem (u nas hmotnym obdélnikem) kolem jeho tézisté. Zbyvajici sila F

pisobi na obdélnik v jeho t&ézisti. Protoze t€ziSt¢ reprezentuje z hlediska hmotnosti
celé téleso (u nas obdélnik), plati podle druhého Newtonova zékona: F = m w a odtud



E
m
obdélnika a w je zrychleni. Ke skute¢né translanimu pohybu dojde ovSem jen

dostavame zrychleni translacniho pohybu |W = (D] kde m je hmotnost celého

M ]

T

ix

WAV

F obr. 11.

VN

p
v piipadé, kdy je zamezeno rotaci, v naSem piipad¢ proti sméru chodu hodinovych
ruc¢icek. To lze u lodé docilit vhodnym nastavenim kormidla. Pak miaze lod’ jet rovné
zleva do prava (obr. 11).

Dal3i vypocet je obtizny, protoZze v disledku rotace obdélnika (obecné télesa) kolem
t¢71§t¢ méni sila F neustale sviij smér, takze takovy pohyb nebudeme déle zkoumat.

Situace se znatné¢ zjednodusi, jde-li o téleso, které neni v prostoru voln¢, ale je
umisténo pevné na hiideli, fikejme ji osa, kolem které muze rotovat. Pisobi-li na
téleso vysledna sila F, rozlozime ji na tfi navzajem kolmé slozky: na slozku F,

kolmou na osu, kterou v prodlouZzeni protina, na sloZku F, rovnob&Znou s osou a na
zbyvajici slozku, kterou oznaCime F, ktera ji v prodlouZeni neprotina, je s ni tedy
mimobé&zna. Vzdalenost téchto mimobéZzek je R. Sily F, a F, se vyrusi s reakcemi od
osy rotace a rotaci zpusobi dvojice sil -F a F, kde -F_je reakce osy na silu F,.
Rameno dvojice je R, moment dvojice je M =[Rx F |.

Pro vypocet jsou nejjednodussi ty ptipady, kdy téleso je symetrické kolem osy rotace.
Postup vypoctu uginku této dvojice sil je pak nasledujici. Rozdélime t€leso na
myslené nekone¢né malé diferencialy dm, tedy na hmotnou soustavu diferenciali
dm. Pevnosti t€lesa se sila F, rozprostfe na celé téleso. Na diferencial dm piipadne

diferencial dF této rozprostien¢ sily. Pro kazdy diferencial dm plati Newtonova

rovnice |dF, = dmw = dm[ B X T} (2) kde r je pruvodi¢ diferencidlu dm s pocatkem

na ose rotace neboli ve stiedu kruznice kolem které dm rotuje. Velikost 3 uhlového
zrychleni B je pii konstantni velikosti F sily F, také konstantni a stejna pro vSechny
dm lezici na r. Posledni rovnici vynasobime zleva vektorem r a dostaneme
[ xdF, ] = [f x [dm x F]], dm vytkneme a mame |f x dF, |=dm[F x[B xF]] (3)]

7. vektorové algebry je znamo, ze pro tii vektory A, B, C v prostoru plati:
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[Ax[BxC]]= B(C.A)-C(A.B) (4] tedy slozeny vektorovy soucin téchto tfi
vektori je roven rozdilu vektoru B nasobeném ¢islem (skalarnim soucinem) (C.A) a
vektoru C nasobeném &islem (skalarnim soucinem) (A.B). Aplikujeme vzorec (4) na

vztah (3), tedy A =r, B= B, C =r. Tak dostaneme |T X [ﬁ XT]= (f.f)B —(T.B)7 (5

Pro skalarni souciny plati podle definice:

(r.r)=r1r cos(r,r) = rz, (r.B) = 1B cos(r,B) = rBcos90° = 0,

takze [rx [B x r]] = r* a rovnice (3) nabyva tvaru |[T x dlj“l |=dm rZB (6)].

Avsak [r x dF¢] neni nic jiného nez diferencial dM momentu dvojice sil -Fy, Fy, takze

(6) miZeme psat dM =Br?dm (7)| kde v analogii s hmotnym bodem diskutovanym

diive definujeme |dJ = r’dm (8)| jako diferencial momentu setrvacnosti J celého

télesa neboli jako moment setrvacnosti diferencidlu hmotnosti dm. Rovnici (7) pak
mazeme zapsat ve tvaru [dM=BdJ (9)| a integrujeme: fdl\7l =M= B_[dJ a tedy

M = .lﬁ (10)|, kde J je moment setrvacnosti celého télesa vzhledem k ose symetrie

jdouci t8zi8tém. Jsou-li sila Fy a jeji rameno R dény, je tim dana dvojice -Fy, Ft a jeji
moment M = [R x Fy], takZe pfi daném Ghlovém zrychleni B mizeme z (10) vypocist
moment setrvacnosti J daného t&lesa vzhledem k ose, nebo zname-li moment J,
muzeme z (10) vypocist B. Jsou-li dany J i B, miZeme pfi znamém rameni R
vypocist silu F. V pristim oddilu vypodteme momenty setrvacnosti n€kolika
jednoduchych symetrickych téles.

7. PFiklady na vypocet momentu setrvacnosti

Vypod&teme postupné momenty setrvacnosti tfi t€les: hmotné kruznice, hmotného
kruhu a tenkosténného valce. Budeme pocitat moment vzhledem ke stfedu kruZnice a
kruhu a vzhledem k ose valce.

Piiklad 1. Vypotteme moment setrvacnosti J hmotné kruznice vzhledem k jejimu
sttedu neboli vzhledem k ose rotace jdouci stfedem kruznice kolmo k jeji roving.

Reseni. Na obr. 12. je zakreslena hmotna kruznice o poloméru R a jeden jeji
diferencial ds. Hmotnost dm diferencialu ds je dm=1tds (1), kde 1 je hustota latky

tvorici kruznici. Moment setrvac¢nosti tohoto diferencialu je

dl=R?*’dm=R%*tds (2)




ds =R da

obr. 12. K momentu

setrvaénosti kruznice

Mame-li vypoc¢ist moment setrvacnosti celé kruznice, znamena to selist neboli
zintegrovat momenty vSech nekoneéné mnoha nekone¢n€é malych diferenciali.
Vzpomeneme si, z¢ ds =R do a dostavame (stale vzhledem ke stiedu kruznice):

dJ = tR’Rda = 1R *da = .'Z’CR3()L|§H:2TETR3:27£R’CR?‘:>J:mR2 (3)1.

Moment setrvacnosti téze kruznice vzhledem k jinému bodu bude jiny.

Piiklad 2. Vypocteme moment setrvacnosti hmotného kruhu o poloméru R vzhledem
k ose jdouci t&éziStém; kolmo k rovin¢ kruhu.

Resent.

Na obr. 13 je zakreslen kruh a jeho diferencial dS. Diferencial plochy kruhu je tedy
tvofen kiivostrannym lichob&éznikem ABCD. Bude-li tento lichob&Znik limitn¢ maly,
zméni se v obdélnicek se dvéma stranami AB = CD = dr a dvéma stranami BC = DA
= r da. Plocha tohoto obdélni¢ka tedy bude dS = r dr do, hmotnost dm tohoto
diferencialu je dm = o dS, kde o je hustota materidlu kruhu, tedy dm = ¢ r dr do.

Moment dJ tohoto diferencialu je dJ = r dm = dJ = frordide=o rdr do.
Moment celého kruhu (vzhledem k O) dostaneme integraci

R 2 4
3 R 1 252 | 2
J:GJr’dr Idazc—Zn:—cnR“ R =—mR~ (4)| kde m je hmotnost
: : 4 2 2

kruhu.



d§ - rda

i/ Obr. 13. Kdiferencilu
/ kruhu.

Moment setrvacnosti vzhledem k ose jdouci jinym bodem bude jiny.

Priklad 3. Vypocist moment setrvacnosti tenkosténncho valce vzhledem k jeho ose.

Reseni. Tenkosténny valec o poloméru R je zakreslen na obr. 14 ma se vypod&ist jeho
moment setrvacnosti vzhledem k ose o . Vyska vélce je H, hustota jeho latky je . Za
diferencial hmotnosti valce zvolime nekonecné tenky prouzek vélce rovnob&zny s
osou 0 t) s osou X. Tento diferenciadl nemizeme povazovat za hmotny bod, nebot’ ma
kone¢nou délku H, jde vSak o diferencial hmoty, protoze v limit¢ je jeho hmotnost
nulova. Pro hmotnost dm tohoto diferencialu plati dm = o ng =oc Hds =0 HR dao.
Moment dJ diferencialu dm vzhledem k ose 0 je dJ =dm R =

~6HRdoR =c HR do.

Protoze vélec je tenkosténny, napt vyrobeny z plechu, miZzeme o diferencidlech dm
pfedpokladat, ze nemaji prakticky Zadnou tlouStku, tedy Ze jsou vSechny od osy o
2n

vzdaleny R aintegrujeme: |J =c H R’ _fdoc =ocHR?2n=027RR* = mR* (5)
0

Moment setrvacnosti téhoz véalce vzhledem k jiné ose bude jiny.
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Obr. 14. Tenkosténny vdlec. Diferencidl plochy obdélnika je vyznacen cernym
pruhem.

8. Druha véta impulzova

Chceme charakterizovat Casové puasobeni sily, momentu sily a potom zavést pojem
rotani naraz. Krom¢ toho pozadujeme pieneseni téchto uvah z hmotn¢ho bodu na
hmotnou soustavu. Piipometime proto druhy Newtoniv pohybovy zdkon pro hmotny
= dp : : : . \
bod: |F = Eg (1)}, kde F je vyslednice vné&jSich sil na bod ptsobicich. Vynasobime dt

t, P,
a integrujeme: |Fdt=dp= [Fdt= [dp (2) Predpokladame-li F = konst, pak
t\ p}

t?
odtud mame |[F(t, —t,) =9, - p; (3)| Vyraz j? dt=1 (4)| nazveme impulz sily
t

1

F. Tento vektor charakterizuje casové pusobeni sily, zatimco drahové pasobeni sily
vyjadiuje skalar zvany prdce A = I(F. ds), jak jsme definovali jiz dfive.

Nyni pfipomenime moment M sily F vzhledem k bodu s privodi¢em r: M = [r x F].

. dp, d ,
Sem dosadime za F z (1) a dostaneme: (M =|[T x—d%]:d—t[f xpl (5 Vyraz na

pravé strané (5) se nazyva moment hybnosti hmotného bodu vzhledem k danému
db -
bodu. N¢kdy se nazyva todivost. OznaCime [r x p|= b a mame d—t:M (6)|

Analogicky s dobovym ucinkem sily bude dobovy u¢inek momentu vyjadien rovnici

b, - b, = J‘M dt=L (7)| Tento dobovy ucinek se nazyva rotaéni impulz nebo

rotacni naraz. Je li moment M po dobu t,-t; staly, pak 53 - Bl = [\a/l(t2 - t;) (8)
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Zobecnéni od hmotného bodu k hmotné soustavé vyjadiuji pak tyto Véty:

Véta 1 - prvni véta impulzova neboli véta o hybnosti soustavy: Casovd zména
celkové hybnosti soustavy hmotnych bodu je rovna vysledné vnéjsi sile. Sdes

Véta 2 - drubhda véta impulzova: Jak jsme vidéli, pro | hmotny bod plati

db - . db, |
pr M (9)] pro i-ty bod tedy mame dt‘ =M, . Vziah (9) nyni Fikd, Ze casovd
zména tocivosti soustavy hmotnych bodi vzhledem k libovolnému pevnému bodu je

rovna vyslednému vnejsimu momentu vzhledem k témuz bodu. Ss&

Priklad 4. Homogenni hmotny kruh o poloméru R = 3m zhotoveny z latky o hustoté
o = 700 kg/m3 byl ve vzduchu roztoéen ve vodorovné roviné kolem osy jdouci jeho
sttedem kolmo na jeho rovinu a tedy 1 na vodni hladinu. Pak byla roztadeci silova
dvojice odstranéna, uhlova rychlost byla ®, = 6n/s a kotou¢ byl opatrné polozen
vodorovné na vodni hladinu. Tfenim o vodu se jeho rotace za 75 vtefin zastavila.

Ma se vypocist moment sil tfeni kruhu o vodu a vyjadrit tento moment jako moment
dvojice sil F a -F te¢nych k obvodu kruhu a napevno k nému vazanych.

-~
F1

obr. 15

v —F

Vypocet se ma provést jednak piimo ze vztahu mezi momentem M aJ a 3 a za
druh¢ z ¢asov¢ zmény momentu hybnosti.

Reseni
Budeme piedpokladat, Ze uhlové zpomaleni (3 pfi tfeni kruhu o vodu je konstantni.
Jak vime, plati M = J3. Moment setrvac¢nostt J hmotného kruhu jsme stanovili jiz

drive; vySlo J = mR’ /2. Uhlové zpomaleni -f je podle definice B = do /dt = B dt =
do a integrujeme:



75 0
6n
B [dt=pt; =75p= [do=—6n, tedy 75p = - 61 = p=- 7’2 (a)l Pfimym
0 o
J R2R? 3
vypoctem tedy mame M =2RF = F:£:>F: B _or R B:KGR ﬁ:
2R 2R 4R 4
—7.700 247“ —F=3730.7N.

Pocitame totéz druhou metodou. Moment hybnosti b je podle definice b=[r x p]=[r x

dm v]=dm [r x v] = dm [r X [® x r]]. Op¢t aplikujeme pravidlo: [r x [® x r]] =

(rro - (ro)r=r o, takze dm[r x vl =dm r o. Av§ak u rovhomémé zpomalené
2

rotace je ® = B t, takZze dm|r x v|=dmr pt.

Hmotnost diferencidlu kruhu j¢e dm=ocdS=crdadr > dm=crdrda =

dm|rxv]=db=ocrdrda FO=cr drda o, kde j17 piSeme o jako skalar, protoze
jeho smér je kolmy na rovinu kruhu a na sméru rotace zde nezalezi. Dosadlme o=pt
amame db =dm[r x v]=or drdo P t. Derivujeme: db/dt = d(c r dr da B ty/dt =
c B r dr do a mame integrovat pies celou plochu kruhu: Tak dostaneme:

R 4|R 4 2
db—cB J.dajr dr~0[50c|“nr —GBZ’E—RZ-—ﬁT[R (;E_
0

dt : 2
2 2 R2
o vR R g oMo rr o 2B MR
2 2 2R 4R
GnR“R“B o R3 B 70027.6n ~ [F=37307 N,
4R 4 4.75

Vidime, Ze vySel stejny vysledek jako pii aplikaci prvni metody.
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