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1.VInova rovnice

Ze zkuSenosti je znamo a mnoha experimenty potvizeno, Zze v plynech, kapalinach a
pevnych latkach se $ifi mechanické rozruchy. B&zné pozorovatelné jsou tyto rozruchy na
vodni hlading, kde bezprostiedné zrakem pozorujeme, Ze tyto rozruchy maji tvar vin.
Bezprostiedné je vnimatelny i zvuk a svétlo, av3ak trvalo dlouho, neZ se ukazalo, zZe
zvuk neni nic jiného neZ mechanické vinéni, nejcastéji Sifeni vin ve vzduchu, ale
ptipadné i v jiném plynu a také ve vodg nebo v jiné kapalin€. Nejlépe a nejjemnéji
vnimatelné je svétlo, o némz se poznalo jest¢ pozdgji, Ze se §iff také vinénim, jehoZ
podstata v8ak neni mechanicka, ale elektromagnetickd, tedy stejna, jako u rozhlasovych,
televiznich, radarovych a podobnych vin. Elektromagnetické viny se vSak §ifi i ve vakuu,
zatimco mechanické viny se §ifi jen hmotnym prostiedim.

Mechanické viny vznikaji tak, 7e Sastice prostfedi na sebe silové plsobi, takZze pohyb
prvni vzbuzené &astice se ptenese na obg Castice sousedni, od nich zase na sousedni atd,
¢imz vina vznika a §ifi se prostfedim. Pov§imnéme si, Zze pro vznik vin v hmotném
prostiedi je zapotfebi mnoha ¢astic, nema smysl mluvit o vinéni n¢kolika nebo dokonce
jediné &astice. Pii vinéni se tedy pfenaSi pohyb (rozruch) postupné na dalsi a dalsi
Sastice, tak7e vina je sdileny lokalni pohyb, alkoliv prostfedi jako celek se Zadnym
vyslednym smérem nepohybuje. Pohybuji se pouze zcela lokaln¢ jednotlivé castice
viniciho se prostiedi.

Detailni vyzkumy ukazaly, Ze pohyb jednotlivych astic viniciho se prostiedi je pohyb
kmitavy, nam jiz dobfe znamy. Proto si mizeme kaZzdou Castici Ci kazdy diferencial
vinictho se prostiedi piedstavit jako oscildtor. Vina pak neni nic jin¢ho nez ur€itym
zpusobem sfazovany pohyb téchto oscilatord. ProtoZe kazd¢ dva sousedni oscilatory musi
byt n&jak silové vazany, aby k vinéni viibec doslo, povazujeme vinu za sfazovany pohyb
(silove) spFazenych oscilatorii. Celé vinici se prostiedi, tj celou mnoZinu téchto oscilatoru
tedy povazujeme za soustava spraZzenych hmotnych bodi.

Kmitaji-li oscilatory ve sméru SiFeni vinéni, nazyva se vInéni podéiné, kmitaji-li ko/mo
ke sméru Sifeni vinéni, nazyva se vinéni pFiéné. Jiné typy vinéni nejsou znamy
(nepotitame-li povrchové viny), v nékterych piipadech se vsak vyskytuje pfi¢n¢ a
podélné viInéni soucasng. Vina tedy vznika tak, Ze n&jaka vngjsi sila zpusobi vychyleni
nekterého diferencialu daného prostiedi z jeho rovnovazné (tj klidové) polohy a pak jiz
miZe tato vn&jsi sila vymizet. Vychyleny diferencial, ktery je spfaZen se svymi sousedy,
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se zacne vracet do klidové polohy, kolem ni za¢ne kmitat, totéz ucini jeho soused¢, dale
pak sousedé téchto sousedi atd; tak vznika a Sifi se vinéni.

Obecnd se vInéni miize §ifit mnoha, popi viemi sméry. Omezime se na SiFeni jednim
smérem, na obr. 1 jen ve sméru vodorovné osy X, a jest¢ dale se omezime na pfipad, kdy
i samo prostiedi je jednorozmérné. Takovym prostfedim je napf struna. Na obr. 1 je tedy
znazornéna &ast struny, a to struny nrekonecné dlouhé. Nekonetné dlouhou strunu
ptedpokladame proto, Ze nema konce, na nichz u struny kone¢né délky dochazi k odrazu
vin a to vypodet komplikuje. Piedstavujeme si strunu idedlni, {j nekonecné tenkou a
dokonale ohebnou, nikoliv viak nehmotmou. Strunu v piedstavé rozd€lime na
diferencialy, které povazujeme za oscilatory. Vazbu mezi kazdymi dv€ma sousednimi
oscilatory predstavuje sila, ktera prost¢ drzi strunu pohromad¢. Podle tEchto piedstav
neni tedy struna nic jiného nez linearni  Fetézec vzdjemné vazanych (neboli
spiazenych) oscilatori. Osu X spolu s osou Casu t jsme polozili do struny, tedy
vodorovné.

Omezime se na zkoumani malych kmitii. Kmity povazujeme za malé tehdy, kdyz tecna ke
struné v libovolném jejim bodé svira s vodorovnou osou tak maly thel o, Ze je mozno s
dostate¢nou piesnosti polozit sine = « a cosa = 1 (prvni ¢leny Taylorovych fad).
Vodorovnou osu, tj osu sméru $iFeni viny jsme na obr. 1 oznacili +X, takZe o je uhel,
ktery svira te¢na k ving s osou X. Kazdy diferencial dx struny povazujeme za oscilator
silové spiaZeny s obéma svymi sousedy a kmitajici ve sméru osy Y, tedy kolmo neboli
napti¢ ke sméru osy X, tj napfi¢ sméru $ifeni viny, takZe zkoumame pricné viny. Jsou to
tedy viny, §ifici se smérem X vyvolan¢ kmitanim diferencialit dx dan¢ho prostiedi (u nas
struny) ve sméru Y. VInéni tak probiha v rovin€ X0Y av Caset,

N
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OBR. 1. K odvozeni vinové rovnice. Pro ndzornost jsou zakresleny kmity velké, ackoliv
my se omezime na kmity malé. Symbolem F dx je oznacena ta sloZka vnéjsi sily, pusobici
na dx ve sméru Y.Symbolem o rozumime o= a + 7 .
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takze mame dvé nezavisle proménné; polohu x a ¢as t. Diferencial dx o soufadnici x ma v
¢ase t n&jakou vychylku y ve sméru osy Y, tedy y = y(x,t). Vychylka y je tedy proménna
zavisejici na dvou nezdvisle proménnych x a t. To je naSe prvni uloha, v niz se
vyskytuji dvé nezavisle proménné. Mame odvodit rovnici urcujici vychylku y struny v
libovolném misté x v libovolném budoucim Case t. Poznamenejme, Ze pro zaatek
zkoumani vln jsme si vybrali vlnu pii¢nou proto, Ze pficné viny, na rozdil od vin
podélnych, jsou nazomé, snadno viditelné. Jsou to napi viny na vodni hladin€ vzniklé
vhozenim kamene a podobné.

Sestavime pohybovou rovnici struny podle druhého Newtonova pohybového zakona.
Uvazujeme proto takto. V klidovém stavu je struna napnuta silou Ty a lezi v ose X. Body
N a N’ na ni vymezuji diferencial jeji délky dx. Pak nechame kolmo na strunu, tedy ve
sméru Y, pisobit n&jakou silu. Cést této sily piisobici na jeden metr struny oznacime F.
Takovou silou mize byt napf sila vétru kolmého na strunu. Ten dokaZe strunu
rozezvudet, jak miZzeme pozorovat sluchem na dratech venkovniho elektrického vedeni
mezi sloupy. Délka dratu mezi dvéma sousednimi sloupy neni sice nekonecna, takze
dochazi k odrazu vin, ale na zakladnim dg&ji, jimz je rozezvuceni dratd, to nic neméni.
Nagim sluchem vnimany zvuk drati vznika takto: vlivem sily vétru se draty rozvini. Toto
vinéni, které¢ je pFicné, se prenese na okolni vzduch, v némz nésledkem toho vznikne
také vinéni. Toto vinéni je viak podélné a my je vnimame jako zvuk. Pii podélném
vinéni kmitaji diferencialy prostiedi (vzduchu) ve sméru neboli podé! sméru Sifeni vinéni.

N4§ diferencial, ktery ma v klidu délku dx, se pfi kmitani rizné¢ deformuje (prohyba) a
takto deformovany oznac¢ime jej ds misto dx. Hmotnost dm diferencidlu se vSak neméni,
tedy hmotnost dm diferencialu délky dx se rovna hmotnosti dm diferencialu ds a dm se
rovna |[dm=pdx (1), kde p (malé r0) je délkovd hmotnost neboli hustota materidlu

struny. ProtoZe strunu povaZujeme za jednorozmémé tleso, méli bychom hustotu
materialu struny oznacovat 1, nebot’ jde o hustotu délkovou. ProtoZe v8ak t pouZijeme
brzy ve vyznamu ¢asu, budeme hustotu materidlu struny oznaCovat p, coZ je spravne
symbol pro oznaceni hustoty objemové. Piisobi-li na metr délky struny sila F (napt od
vétru), pak na diferencial délky dx pisobi pouze Cast této sily. Velikost této Casti sily je
Fdx.

Bod, ktery ve stavu klidu byl v mist&¢ N (obr. 1) o soufadnici X, zaujme v Case t misto
M. Vykmit &i posunuti NM ve sméru Y jsme jiz oznacili y. Jak jiz bylo feceno, naSim
cilem je nalézt posunuti y libovolného bodu x struny v libovolném Case t, takze hledame
y jako funkcix at, y = y(x,t).

Abychom mohli dosadit do Newtonovy pohybové tovnice diferencialu dm, najdeme
viechny vngjsi sily, které na n&j pisobi. Tyto sily jsou tfi: sila Fdx (napf od vétru), sila
To1, kterou paisobi na dx celéa ¢ast struny vievo od dx a sila Ty, kterou pasobi na dx celd
gast struny vpravo od dx. Sila Fdx pusobi na diferencial dx neboli ds po celé jeho délce
ve sméru Y. Pokud by vn&jii sila méla i slozku Fx ve sm¢ru X, pak tato sloZka nema na
pohyb diferencialu dx vliv, nebot’ pohyb se d&je jen ve sméru Y. Sila To; pasobi na ds v
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bodé M’ a ma smér teény k ds v tomto bodé a mifi zleva doprava. Sila Ty, pusobi na ds v
bodé M a ma smér teény k ds v tomto bod¢ a mifi zprava doleva. Piedpokladame, Ze
7adné dalsi vngj§i sily na na§ diferencial struny nepusobi (takze zanedbavame i silu
gravitatni, kterou na ds psobi Zem¢).

Rekli jsme, Ze se omezime na mal¢ kmity, tedy na kmity, pfi nichz je v libovolném Case
ahel o te¢ny k okamzitému tvaru ds pivodng klidného diferencialu dx maly. Necht tedy
je o ostry tihel, ktery svira te¢na k ds s osou +X, obr.1. Smérnice tecny je tgo a tangenta
je geometrickym znazoménim derivace, v naSem pfipade

Cy(x,0 _ oy
X ox
derivaci funkce y podle x. Struéné: tangens o je y parcialné podle x. Symbol 0 je symbol
parcialni derivace a zadné jméno nema (zavedl jej fyzik a matematik Bernoulli, ¢t
Bernuli).

tgal (2)|. Tuto rovnici éteme: tangens uhlu o rovna se prvai (parcialni)

SN

tgo tga
cosa '8 _ g —

b \/ 1 cos’ o + sin’ o
tgo tgo

2 -2 - 2
Fs o s o \/1+tgoc
cos’ o CoS” o

Nyni vyuzijeme pfedpokladu, 7e o je malé. Pro o mal¢ je také tgor male. Jestlize je

tedy tgo tak malé, e je miZeme zanedbat proti jedniCee, pak je tg’a = (%} jesteé

Dale plati pro libovolné a:  sina =

sing =

mensi a tim spie je proti jedni¢ce (ve jmenovateli) miizeme zanedbat. Tak dostavame z
posledni rovnice |sina = tgol = gyx— (3)| Na diferencial ds vlnici se struny pusobi, jak jiz

vime, tyto vngjii sily: te¢na napinaci sila To, v bodé M, ktera svira ostry uhel o’ s osou
+X, te¢na napinaci sila T, v bodé M, ktera svird s osou +X tupy thel o a sila Fdx ve
sméru osy Y. Z piedpokladu, Ze o je malé dale plyne, Ze velikost napinacich sil To; v
bodd M a Ty, v bodé M’ se lisi jen zanedbatelng, takze jejich velikosti miizeme povazovat
za stejné, T. Jejich sméry se ovem lisi vyrazng, témef piesn¢ o . Je zieymé, 7 sina’ je
kladny (jsme v prvnim kvadrantu) a sina je zaporny (jsme ve tietim kvadrantu).

Nejprve piedpokladejme, ze diferencial struny ds je v rovnovaze; takovy pfipad
nastavéd, drzime-li strunu prstem pevné ve vychylené poloze. Pak za ds muzeme vzit

kterykoliv diferencial oblouku struny obepinajiciho prst. ProfoZe ds je v rovnovdze, musi
byt v rovnovdze primét vSech (i sil na prFimku, v jejimz sméru je pohyb mozZny. Timto



smérem je Y. Ve stavu statické rovnovahy musi byt primét souctu t€chto sil do sméru Y
nula. Tak dostavame: T, sina’ — Ty sina + Fdx=0 neboli

Ty(sina’ —sina) + Fdx=0 (4), kde o je hodnota uhlu o v bodé M', takze

podle (3) plati dostate¢né piesné: sino’ = tga’ = (@J ;sing = tga = (@) .
OX/ \yr ox/

Tim (4) dostane tvar [T, KZ] - (—g){—) }L Fdx=0 (5)|
M’ M

Vyraz v hranatych zavorkach viak neni nic jiného nez piiristek hodnoty prvni derivace
dy/dx zpusobeny zménou nezavisle proménné z hodnoty x na hodnotu (x + dx). Derivace
dy/ox je viak také funkei x a piiristek kazdé funkce, tedy i derivace, je mozno zaménit
jejim diferencidlem. Abychom dal3i postup vysvétlili detailn€, diskutujme nejprve jen
jednu nezavisle proménnou x a jeji funkci w = w(x).

Uvazujeme takto: Ozna¢ime N'-N =N'N=Ax. Vyraz M-M=w(N") - w(N) = yx
- yn je prirtistek funkce y na intervalu N'N. OznaCime yn - yn = Aw. Limita podilu

: : : A
Aw/Ax je derivace funkce w v bod¢ N a oznacuje se W'y, tedy wi = lim oW [@J .
Ax—0 AX dx N

_ . dw : . . ,
V obecném, libovolném bodé x se prost€ pisSe w' = To jsme diskutovali prvni
X

derivaci.

Zastaneme jesté u funkce w = w(x) a diskutujme druhou derivaci. Proto vezmeme prvni
derivaci v bode N', tedy W'y a odectem od ni prvni derivaci v bodé N, tedy w'y. Tak
dostaneme W'y - W'n. To je rozdil prvnich derivaci v bodech N’ a N, ktery oznacime

o . Aw, ! .
AW'y, tedy AWy = W'y - W' A politame limitu: Iim Wi = (dw ) .V libovolném
Ax—0  AX dx N
y ) N y . AW dw! _ _ e
bodé x (tedy nejen v N) piSeme prosté lim =—— (6). Tak jsme vyjadrili
Ax—0 AX dx
derivaci derivace funkce w. Sem dosadime w' = E\X a mame
X
dw' d , d{dw) ddw d’w d’w dw’  d*w L
= W=—|—|=— = - =—7, tedy =——> (7}, coZ je jiz
dx dx dx\dx/ dxdx (dx)* dx° dx  dx-

oznaceni druhé derivace funkce w takové, jak je zavedli Newton a Leibnitz, nezavisli
zakladatelé¢ diferencialniho a integralniho poctu. Vynasobenim posledniho vztahu
B d*w

dx*

4

diferencialem dx dostavame  |dw dx (8)], coz je vztah mezi diferencialnim
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2

v . .,
, a diferencialem

2

prirastkem dw’ prvni derivace, druhou derivaci w podle X, tj

9

nezavisle proménné dx.  KdyZz jsme pravé ukazali, jak vyraz %—;“i pro druhou derivaci
2

vznikl, je potieba chapat jej jako nedélitelny symbol, takze v Zadném piipad¢ nelze dx

2 2
d\;v-dxzdw
X

kratit, tj nelze napsat napt . To v zadném pfipadé nelze, vyraz na prave

dx

strané nema v matematice Zadny smysl, kdezto vyraz —-dx vyznam ma; fika, ze

druhou derivaci funkce w podle x mame nasobit diferencidlem dx nezavisle proménné x.
Pravé zjisténé poznatky aplikujeme na nad pfipad. Vyraz v hranat¢ zavorce v (5) je

H%} - (%} } a to neni nic jiného neZ rozdil hodnot prvni derivace funkce y ve

M M

dvou blizkych bodech M’ a M; pifeme oviem derivace parcialni, protoze y(x,t) je funkci

dvou proménnych x a t. Také piSeme M’ resp M misto N’ resp N, abychom zvyraznili

skutecnost, 7e struna pii vInéni je namahana v bodech M’ resp M a nikoliv v bodech N’

resp N.

Na misto vyrazu Aw'y = W'y - W'y mame nyni vyraz tvaru Kg—ﬁ - (g—y;) }
M’ M

NapiSme Ay}, :(% —(%} =y!. ~yl, kde jsme strun€¢ oznacili parcialni
M’ M

derivace y podle x jen carkou, a potitejme limitu podilu  Ayw/Ax, kdyZ Ax se blizi k

'

A
nule, tj kdyZ M’ se blizi k M: lim YM_ heboli v obeeném bodd struny (4j nejen v bodé M)

Ax=0 AX

. ! ! a 62 62
prost€  lim -A—y—:iy_:_gy' = 0% _ 9y _ z’
-0 AX OX OX OxX OX (8)()2 x>

derivace misto obytejnych na znameni, Ze y(x,t) je funkci dvou nezavisle proménnych.

2

, kde jiz zase piSeme parcialni

Tuto rovnici vynasobime diferencidlem dx nezavisle promenné

5 "

0
Mame tedv — vy’ =
Yaxy

x (pi¥eme prozatim dx misto dx na znameni, Ze y je funkci dvou nezavisle proménnych) a

s . .
dostavame |0y’ = axy ax (9], coz je vztah mezi diferencidlnim pfiristkem dy" prvni

2

derivace, druhou derivaci y(x,t) podle x, tj —- , a diferencialem nezavisle proménné OX.
X

Je viak zvykem samotny tento diferencial v soucinu oznacovat misto ox jen dx, takze



2

oy’ - a

Ox

vzorce (8), rozdil je pouze ten, Ze nyni piSeme v druhé derivaci symbol parcialni derivace

0 misto d, nebot’ jde o funkci y(x,t) dvou nezdvisle proménnych, v souinu vSak
ponechavame dx, stejné, jako by Slo o derivaci funkce jedné nezavisle proménné x.

misto (9) se piSe . Jde tedy o postup zcela analogicky s postupem u

Ldax (10)

Nyni se vratime ke vzorci K—?;) - (glx) jl ktery je rozdilem hodnot prvni parcialni
M’ M

derivace ve dvou blizkych bodech M’ a M. KdyZ se bod M’ limitné€ piiblizi k M, mizeme

ml(2) -(2) |-

Protoze bod M byl vybran libovolné, pfestaneme jej jiz explicitné uvadet a fekneme, Ze¢
diferencial parcialni derivace v libovolném bod€ x je 0Jy'. Pak ovSem miZeme Oy
vyjadiit vyrazem podle (9) a tak kone¢n€ dostavame

Mf»MK?;J w [?;j M}— 0¥l =0’

napsat , kde y" opét znaci parcidlni derivaci 0Oy/ox.

M

”

P

7y

A2

lim dx (1] Rovnice (5) byla rovnici

statické rovnovahy diferencialu dm o velikosti dx (statické proto, Ze neobsahuje Cas).

32
Dosadime do ni (11) a mame |T, —%idx +Fdx=0 (12)| Dosud jsme strunu drzeli v

OX
poloze vychylené z polohy klidové. Nyni ji uvolnime. V tom okamzZiku sila Fy dx vymizi
. _ . 0°
a jedina vysledna vngjsi sila, ktera na diferencial struny pasobi, je |Tj zdx (13)|.

Podle druhého Newtonova zakona se vyslednice vnéjSich sil rovna Casove zméné
hybnosti. Zména hybnosti diferencialu o pevné hmotnosti dm a délce dx je dm krat
zrychleni. Zrychleni je druha derivace drahy podle Casu. Na§ diferencial se muZze
pohybovat jen po draze y ve sméru Y a toto y je funkci soufadnice x a Casu t. Jeho
zrychleni je tedy &’y/ot; piseme opét symboly parcialnich derivaci, protoZe y(x,t) je
funkci dvou proménnych. Hmotnost je podle (1) dm = p dx, takze Casovd zména hybnosti
o'y 0%y

2 2

neboli hmotnost krat zrychleni je dm pdx a druhou Newtonovu pohybovou

82y

2

2
Y gx -
atz

rovnici diferencialu struny dostavame ve tvaru T pdx. Vydélime dx a

2 2
2y 8* T,
Oy _07y oy,

A2

2

dostaneme T p. Vydélime p a polozime (14)| coz mizeme,

2
4

%,
protoze T 1 p jsou kladna Cisla, a mame

2

8‘:“

y

”

=V

2 52)’

2

(151
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Rovnice (15) se jmenuje rovnice viastnich kmiti struny nebo také vimova rovnice
struny. Tato rovnice plati v§ak nejen pro strunu, ale také pro jakoukoliv rovinnou vinu
(podélnou nebo pficnou). Jako parcidlni diferencialni rovnice plati v Iimit€ pro velmi
maly prostor, v némz mizeme dokonce kazdou vinu povazovat za rovinnou.

Pov§imneme si, Z¢ na strunu jako na celek nyni neplisobi Zadné vnéjsi sily, nebot silu F
(prstu, vétru) jsme odstranili. Pfesto se struna stale vini, tak, jako netlumeny oscilator
donekonecna kmitd, neni-li zasahu vnéjSich sil.

2. Reseni rovnice vlastnich kmiti struny neboli eSeni vinové rovnice

Rovnice (15) oddil 1, ty (1,15) ktera je parcidlni diferencialni rovnici druhého radu
(obsahuje druhé derivace podle dvou nezavisle proménnych x a t) plati, jak bylo feceno,
zcela obecné, tj pro kazdy druh vInéni, nejen pro strunu, a proto se stru¢né nazyva
vinova rovmice. Funkce, kterda je jejim feSenim, se nazyva FeSemi vimové rovnice.
Existuje mnoho funkei, které jsou fedenimi nasi diferencialni vlnové rovnice. ReSeni pro
nekoneéné dlouhou strunu nalezl jako prvni d° Alembert. Jeho metoda je vSak dosti
slozita. My se proto pokusime nalézt feSeni jednodussimi ivahami.

Nejdiive stanovime fyzikalni rozmér veliiny v’ resp v. Podle (1,14) je v odmocnina z
podilu sily T, a hmotnosti p jednoho metru struny neboli jeji délkové hustoty. Proto je

2 2
[v]= [To] = N __ jkems” \[ M _ M 4 to je rozmér rychlosti, kterou jsme
[P] kg m kgm'1 s? S

jiz oznadili v, 1 kdyz jesté nevime, co vlastn€ se touto rychlosti pohybuje.

V dalsich avahach budeme na zaklad¢ zkuSenosti a pokusi predpokladat, Ze vlna na
strung se od mista svého vzniku §iii konstantni rychlosti na obé strany podél osy X.
Ozna¢me rychlost Sifeni viny C. Uvidime, ze C = v. At jiz maji v a C prozatim
jakoukoliv hodnotu, je to konstanta a my se zamyslime nad vlnovou rovnici, kterou si
sem zkopirujeme:
azy 2 52}’ y ] L « . I
? =V 5}(7 (0).  Uv&domime si znamou skutecnost, Ze druhou derivaci sinusovky
je zase sinusovka a obdobn& pro kosinusovku. Zkusme proto feSeni ve tvaru  y(x,1) =
cos(ax + bt).  Ma-li tato funkce byt feSenim vlnové rovnice, znamena to, Ze ji musi
vyhovovat. Pocitejme tedy nejprve druhé parcialni derivace. Parcialni derivaci dané
funkce podle libovolné proménné se rozumi to, Ze danou funkci podle této proménnc
derivujeme tak, jako by viechny ostatni proménné byly konstanty. Tak dostavame:




2

—al = —asin(ax + bt), 0 2/ = —a’ cos(ax + bt),
OX ox”~
?X = —bsin(ax + bt), oy = —b’ cos(ax + bt).
ot o’

Vidime, Ze jak prvni, tak zejména druhé parcidlni derivace y podle x 1 podle t jsou, az na
konstanty, stejné. Z toho usuzujeme, 7e kosinusovka a obdobné sinusovka je v zasadé
feSenim vinové rovnice, takze se na né soustifedime.

Na obr. 2 je zakreslena plnou ¢arou kosinusovka |y(x,t)=3cos(ax + bt} (I)|v Case t,
v némZ jeji vrchol pravé prochazi poSatkem 0 souradnic X a Y. Reknéme, Ze
kosinusovka znazortiuje vinu na struné, Sifici se zleva doprava rychlosti C. Touto
rychlosti se tedy pohybuji zleva doprava vSechny body kosinusovky, napf tedy kazdy jeji
vrchol a kazdy jeji prisecCik s osou X. Pro bod x = 0 tedy v Case t je y = 3, coZ je
amplituda viny, kterou obecné oznacime A.

Kosinusovka, obecné rozruch prostredi, se tedy §ifi rychlosti C ve sméru osy X.. Jak se
viak pohybuji diferencialy dm tohoto prostiedi? Sleduyme pohyb diferencialu dm, ktery se
pravé nachazi v bodé¢ x = 0 a pravé ma maximalni vychylku y, tj pravé dosahuje
amplitudy y= A, unas A =3. Jak se viIna (kosinusovka) pohybuje doprava, soufadnice
y diferencialu dm v bod¢ x = 0 se nejprve zmenSuje na nulu a dale aZ na -A (u nas na -3),
pak se y zase zv&tSuje, prochazi nulou a dosdhne +A, pak zase klesa, az znovu dosahne
nuly atd a to v8e piesné podle nasi kosinusovky. Jinymi slovy, diferencial struny, jehoz
klidovou polohou je pocatek soufadnic y = 0, kond pohyb dany rovnici
y=Acosot (2)| Tak se ukazalo, ze diferencial struny majici klidovou polohu v

pocatku soufadnic 0 karmonicky kmitd s amplitudou A a s urcitou uhlovou rychlosti o
sdruzeného pohybu kruhového s dobou kmitu T = 2n/w § s frekvenci v =1/T = o/(2x).

OBR.. 2. Dvojsipka * Y zobrazuje délku viny neboli vinovou délku.



Piichazime k jadru tvahy. Necht struna lezi v klidu v ose X. Zvolme na ni libovolny bod
B o soufadnici x. Pak vychylime strunu v pocatku souiadnic 0, uvolnime, a diferencial
struny lezici v 0 za¢ne kmitat podle rovnice (2) ve sméru osy Y. Rozruch neboli tzv faze
se od bodu 0 §ifi vlevo i vpravo rychlosti C, neboli struna se zacina vinit. Do bodu B o
soufadnici x dorazi vlna, piesnéji feCeno libovolna, ale pevné€ zvolena faze viny,

’ v W s ~ 7 X
rovnomérnym piimocarym pohybem za €as t (malé tau), |1 = c (3)|. Bod B zac¢ne tedy

kmitat o ¢as t pozd€ji nez bod (diferencidl dm) v pocatku 0, takze pro B plati

y = A cos ot - t) neboli podle 3) [y=A cosw(t - é—) (4)|. Ukazeme, 7e tato funkce

Je FeSenim vinové rovnice (0).

Pfedné, y podle (4) skuteéné jednoznacné stanovuje vychylku y libovolného bodu
struny o soufadnici x v libovolném ¢ase t, coz byl zasadni pozadavek na feSeni. Kromé
toho oviem musi vyhovovat vinové rovnici (0). Abychom se o tom pfesvédcili,
pocitejme nejprve parcialni derivace podle x a podle t:

2 2
ay:—&oasin m(tﬁi), (’By:_Ac) cosm(t—i ,
C C ox > C? C

ox

. 0° > |
QX:—Amsm m(t~ij , 3,:~Aco“cos (z)(t—i) )
ot C o C

Porovnanim obou druhych derivaci vidime, ze ma-li platit vlnova rovnice (1), musi byt

0° 8° 1 5 Ae®
Y 2% s Ae? cos{w(t — %) S cos{m(t - %ﬂ a po vykraceni

o> ox? C?

2

Ao’ musi byt 1= — |lv=C (5)| To znamena, z¢ konstanta v ve vzorci (0) ma

2

vyznam rychlosti C Sifeni faze viny ve sméru osy X. Rychlosti C fikame rychlost
fizova pro vyjadieni faktu, Ze touto rychlosti se nepohybuje Zadna hmota, ale rozruch v
dané hmoté (tj v daném prostedi). U nasi viny se tedy rychlosti C ve sméru X pohybuji
libovolné, ale pevné zvolené stejné velké vychylky y viny. Jinymi slovy lze fici, Ze
rychlosti C se pohybuje &elo viny.

Tak jsme zjistili, ze jednim, tedy partikuldrnim feSenim zcela obecné vinove rovnice

(0) je funkce y(x,t), [y=y(xt)=A cos{m(t - —gﬂ (6)

kde A je amplituda kmitd

N

oscilatort (tj diferenciald dm) tvoficich strunu nebo stru¢n¢ amplituda viny, © je uhlova
rychlost kruhového pohybu sdruzeného s pohybem kazdého jednotlivého oscilatoru a C
je rychlost 3ifeni faze viny ve sméru X. Funkce y(x,t) je vychylka y mista struny o
soufadnici x v ¢ase t ve sméru Y; tato vychylka je stanovena pro kazdou hodnotu x a t



jednozna¢ng. Podotknéme jeSté, Ze rychlost V kmith t€chto oscilatorii je podle definice
rychlosti V = 8y/at, coZ je obecné zcela jind hodnota nez hodnota fazoveé rychlosti C.

V matematické analyze se dokazuje véta, ze obecné teSeni parcidlni diferencialni
rovnice typu (0) obsahuje, obdobné jako u diferencidlni rovnice obycejné druhého fadu,
dv¢ libovolné konstanty. Takové feSeni pro nekonecné dlouhou strunu nalezl, jak bylo jiz
zminéno, d’ Alembert. V jeho obecném feSeni se dv€ libovolné konstanty vyskytuji. My
jsme pomérné jednodue nalezli partikulami feSeni, tj funkci y (6), kterd dané obecné
vinové rovnici (2) vyhovuje, oviem neobsahuje Zadnou libovolnou konstantu, jak také
ma u kazdého partikularniho feSeni byt Nalezenim obecncho feSeni se zabyvat
nebudeme.

Na obr. 2 je zakreslena také délka viny neboli vinova délka, kiera se obvykle oznacuje
A (malé lambda). Vlnova délka je vzdalenost libovolnych dvou nejblizSich sousednich
mist stejné faze, tedy napi vzdalenost dvou nejbliz8ich sousednich diferencialti struny,
které maji v libovolném ¢ase t stejné velkou vychylku y ve stejném  sméru, tedy napf
amplitudu +A nebo -A a podobné. Protoze pfedpokladame, Ze hodnotu © v rovnici (6)
zname a vime, Ze pro dobu T kmitu netlumeného oscilatoru plati T = 21/, je ziejmé, 7e
délku A urazi vlna §ifici se rovnomérné rychlosti C pravé za ¢as T, takze plati
A=CT (7). Tento vztah spojuje rychlost viny C s dobou kmitu T jednotlivych
oscilatort (diferenciald prostiedi). Za dobu T kmitu oscildtoru posune se tedy faze viny o
%, jinymi slovy, za dobu T u¢inila i v/na jeden kmit. Pocet kmitd za vtefinu je tedy stejny
jak pro oscilator, tak pro vinu. Je to prosté pocet priichodi stejné faze viny danym mistem
za vtefinu neboli je to frekvence viny. Frekvence viny, stejna jako frekvence oscilatort
prenasejicich vlnu, znadi se obvykle v (malé ny) a méfi se v hertzech. Hertz (Hz) je
definovan jako jeden kmit za vtetinu. Vyjadiime-li z rovnice (7) C a vezmeme-li vztah

I/T = v popf (06T =2n=>v= 5(1 platny jak pro frekvenci jednotlivych oscilator tak
s

A
pro frekvenci viny, dostaneme vztah mezi C, A, T, o a v: C= T =AV=A —;— (8)1
T

Piedstavme si, Ze chceme rychlost C Sifeni viny zvétsit. Co to znamena pro A a v?
Piipometime proto vzorec (1,14), kde jiz napiSeme C misto v, takZe pak mame

IO—: C?. Vzhledem k (8) dostavame |Av= %} (9)l. Pfi daném Ty, a p je tedy
p

soucin vlnové délky A a frekvence v viny konstantni a roven C. Tak napf ve vzduchu
(kde jde o vInéni podélné) se zvuk §ifi rychlosti pfiblizné C = 331 m/s. Je-li frekvence
zvuku nejniz§i (nejhlubsi) jeste slySitelna v = 20 Hz, vychazi ze vztahu (8) pro vinovou
délku hodnota A =331/20=16,5m, je-liv= 2.10" Hz (nejvyssi jests slysitelna), vychazi
A = 1,65 c¢m a pro stfedné vysoky ton v =500 Hz vychazi A = 66,2 cm.




Jestlize checeme rychlost C viny na struné zvySit, musime zvySit napinaci silu Ty nebo vzit
strunu z materidlu o mensi hustot€ p.

3. Rychilost elastickych vin v pevnych katkach a energie viny

/

A 4

a

X /

OBR. 3. Vinoplocha (plocha stejné faze) rovinné viny SiFici se fazovou rychlosti C ve
sméru osy +X.

Obecna vinova rovnice v diferencialnim tvaru  (0), kde jiz piseme C misto v,

By

a7y _ 2 Q_Zl
o ox*
Plati tedy nejen pro strunu, ale i pro rovimnmou vlnu (tj pro vinu s rovinnymi
vlnoplochami) zakreslenou na obr. 3 a plati jak pro vInéni pficné, tak podélné. Ktery z
téchto dvou druhti vinéni v daném prostiedi nastane, zalezZi jen na vlastnostech prostredi.
Sifi se takové vinéni, v némz diferencialy jeho objemu mohou byt pruzné deformovany.
V prostiedi, v némz je mozna jen deformace stlacenim (kapalina, plyn), §ifi se jen viny
podéné. V prostredi, kde je mozna jak deformace stlaenim, tak smykem, mohou se Sifit
viny podéIné i piiéné. Energii vinéni pienasenou rychlosti C budeme zkoumat na piipadu
podéiného vInéni ve sméru osy X v pruzném pevném prostiedi, napt ve S$tihl¢ kovové
ty¢i. O vinéni budeme pfedpokladat, Ze je postupné a podéln¢ a o tyCi budeme

()|, plati pro kazdou vlnu, $ifici se ve sméru osy X fazovou rychlosti C.
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pfedpokladat, Ze je nekone¢n€ dlouha (abychom nemuseli do problému zahrnout viny
odrazené na koncich ty¢e) a je vyrobena z materialu o hustoté p. Dalsi ivahy by formalné
analogicky platily 1 pro viny akustické.

Jak jiz vime, podélnym vInénim rozumime vinéni, pft némz diferencialy prostiedi
kmitaji ve sméru Sifeni viny kolem svych stfednich poloh. Kdyby téleso bylo tuhé,
nemohlo by v ném k vinéni wvibec dojit, protoZze vzdalenosti mezi jednotlivymi
diferencialy tuhého t&lesa jsou v €ase neménné a také velikosti té€chto diferenciald jsou
neménné. U pruzného télesa k vinéni dojit mize, protoZe jednotlivé diferencialy télesa se
periodicky deformuji a také vzdalenosti sousednich diferenciali se periodicky méni.
Viechny tyto promény jsou ur€itymi kmity, které maji svoji energi a ta je fazovou
rychlosti C unaSena objemem télesa (tyCe) ve sméru osy X. O mistech stejné faze
piedpokladame, ze leZi (Ci spiSe béZi) ve spolecnych rovinich, navzdjem rovnob&znych,
kolmych k X a postupujicich ve sméru X rychlosti C, jak je zakresleno na obr. 4.

Ay
. 2 d

d »
D . L4

b 4

AX 5 : —y
A

oo

OBR. 4. Ty¢ o plose priFezu S. Vpravo je jiZ jen diferencidl tyce, nekonecné tenky vdlec o
vyice dx a o ploSe kazdé zdkladny S. Dvojsipkou je zndzornéno jeho kmitani mezi

amplitudami -A a +A.

Necht ty¢ je nejprve v klidu, Zadné vInéni v ni neni. Vybereme libovoln€ dva kolmé¢ tezy
1 a 2. Tyto fezy (zatermnéné) jsou v klidu od sebe vzdaleny Ax metril. Pak v ty¢i vzbudime
podélné vinéni. To se projevi tak, Ze fez v mist€ 1 se v jistém Case t posune doprava do
nezacernéné polohy a podobné i fez v misté 2. Nyni je vzdalenost obou (nezaCernénych
fezi) Ay. Hodnota tohoto Ay se v kazdém misté ty¢e a v kazdém Case stale meni, takze je
funkci x a t. Zakreslena je situace, kdy Ay > Ax. Cést tySe mezi misty 1 a 2 se tedy
prodlouzila (zdeformovala) o absolutni délku Ay - Ax. Nas vSak bude zajimat relativni
predlouZeni vzdalenosti mezi misty 1 a 2. Relativni prodlouzeni (4§ relativni deformace),
které oznacime € (malé epsilon) je definovano jako pomér nové délky k délce pivodni,
tedy € = % A nyni k sobé budeme fezy 1 a 2 piiblizovat. Objem V ty€e, ktery v klidu
byl AV =S Ax, se pii zmenSovani Ax zméni na nekone¢né maly objem dV =S dx, coz je
tedy objem nekone¢ng tenkého valecku o vysce dx a ploSe zakladen S. Mezi ob&éma témito
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nekoneéné blizkymi zékladnami dochazi tedy pfi vinéni k nekonecné¢ malé relativni
deformaci dy, takze definujeme:

w Ié w . : A N 4 ’
relativni deformace v fezu tyCe v misté x je: [€ = A]ffoﬂy = % (2)|. PiSeme parcialni

derivace, protoze y je funkci dvou proménnych x a t. V libovolném, ale pevné zvoleném
Case t je relativni deformace € funkci funkce Oy/Ox a miZeme je tedy derivovat:

dostaneme 95 = i €= i(@yj o Yy . Vynasobime dx a dostaneme
dx dx dx\ox/ a2

@ .
de y dx (3)| K tomuto vzorci se zahy vratime.

Nyni nutno piipomenout zakon, ktery experimentalné objevil HOOK (¢ti Huk) a ktery
iika, ze pFi pruzné deformaci je napéti ¢ (mal¢ sigma) v télese imérné pomérné
deformaci e: |c=Eg¢ (4)| kde E je konstanta rizné pro rizné materialy a nazyva se

YOUNGiiv (Jang(v) modul pruznosti. Napétim ¢ se rozumi sila F piisobici kolmo na
jeden metr ¢tvere¢ni. Sila F, pisobici na plochu S, je F = Sc a tak podle Hooka F =
SEg . Diferencial dF sily F, tj nekonecné mala ¢ast sily F, zpiisobi nekone¢né malou
relativni deformaci de vysledné hodnoty €2 dF = S E de a sem dosadime z (3) a
dostaneme

2
dF:SFaydx dean wEZY (5|
ox> ox° ox>

Diferencial dF sily psobici na diferencidl ty¢e o hmotnosti dm=pdV (p je hustota

materialu tye) je podle druhého Newtonova pohybového zakona roven Casové zmené
hybnosti p tohoto diferencialu hmotnosti, tedy
2
dF = gp = ~—(dm v) dm?—\i =pdV— 0 8y dVa—y nebot’ podle definice je rychlost v
ot ot ot ot o’

rovna derivaci drahy podle ¢asu a y je draha (okamzité vysunuti diferencialu dm z klidove
polohy). Sem dosadime za dF z (5) a dostaneme

2 2 2
dF =SE— oy =dVE 9 Z dvfil Zkratime dV, dostaneme
ox> ox> OX ot?
2 2 52 E 82
E 0 2/ =p 0 7y , vydélime hustotou p a dostaneme 3/ =— 7y (6)|.
ox” ot~ ot” P ox”
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a2 2
E’ZCZQ (1)

o’ ox?

Porovname tuto rovnici s rovnici a vidime, ze

szgjczﬁ |
P p

Tak jsme zjistili, Z¢ tazova rychlost C je dana Youngovym modulem E a materidlovou
hustotou p.

Nyni se budeme zabyvat energii viny. Co je energie viny? Jak jsme vidél, Ize si celou
ty¢ piedstavit slozenou z diferenciald hmotnosti dm = dV p = S dx p oscilyjicich pii
vInéni tyée kolem svych klidovych poloh. VInéni pak neni nic jin¢ho nez postup (pienos)
t&chto lokalné vazanych kmiti fazovou rychlosti C ve sméru osy X ty¢e. Energii vinéni se
pak rozumi energie téchto oscilator. Souhrnna energie obsazena v Im’ tyée (obecnd -
viniciho se prostiedi) nazyva se hustota energie vinéni a budeme ji znalit w (malé
dvojvé).

Jak jsme vidéli diive, méni se u jednotlivého oscilatoru periodicky energie kineticka v
potencialni a zpét. Ptipomeiime, Ze pro okamzZitou vychylku y osamoceného oscilatoru o
hmotnosti m plati y = A sinot, kde A je amplituda kmitd a ® je Ghlova rychlost
sdruzeného kruhového pohybu, pro niz plati (8), kde T je doba kmitu a

1 .
oT=2n=0=2x T =2nv (8) 1/T = v (malé ny) je frekvence kmiti.

Protoze naSe oscilatory, na né¢z si ty¢ myslime rozdé€lenu, nejsou osamocené ale vazané,
pouzijeme pro vychylkuy vzorec (9), kde C je fazova rychlost viny:

X ©
= Asi t~—:A'(t—~—j NI
y Sino ( C) S| @ CX (9)

Stejné jako u osamoceného oscilatoru budeme povazovat energii a tedy i hustotu energie
viny za soucet energie kinetické a potencialni, tedy jw = w + w,  (10)|

Pocitejme hustotu wy kinetické energie. Kineticka energie libovolného télesa o
hmotnosti m pohybujiciho se rychlosti v je definovana vztahem (11)

1 ) )
E ZEmvz (11} Vezméme nas oscilator o hmotnosti dm = S dx p = dV p. Tento

oscilator ma v kazdém okamziku urcitou kinetickou energii dWy , pro niZ podle definice
1

2
(11) plati : dW, = ~21~di2 = ~2~dV p(%y} . Sem dosadime za y okamZitou vychylku (tj

drahu) podle (9) a dostaneme:



2
o1 - T )
de:Ede[%Asm(wt—%x)) :Edvazmzcos-(m-%x) (12)|

Hustotu kinetické energie dostaneme jako celkové mnozstvi kinetické energie délené
objemem, které zaujimd. U naSeho oscilatoru je jeho celkové mnoZstvi kinetické energie
dW, a objem, ktery zaujima, je dV, takze
dw 1

W, = — Azwzcosz[mt~9x) 13)] Toieh o1 3ni v tved
k= qv 2P C (13)| To je hustota energie vinéni v ty<i.

Spo¢teme hustotu w,, potencialni energie. U osamoceného (izolovaného) oscilatoru je
okamzita hodnota potencialni energie rovna praci, kterou musi vykonat vnési sila, aby
posunula oscilator do okamzZité vychylky y. Pocitejme tedy praci, kterou musi vykonat
nekoneéné mala sila dF, aby na$ oscilator o objemu S dx = dV posunula o diferencial de

relativni deformace €. Diferencial této prace je v souladu s Hookovym zékonem
dFde =dVode=dVEede (14) Hustotu w, potencidlni energie viny, tj mnoZstvi

S e . v 1/ o 3 « v, o .- v
potencialni energie vSech oscilatori v Im” ty¢e dostaneme opét jako energii d€lenou

dw, . , .
= v =Eede| a integrujeme az do amplitudy

objemem, v némzZ je obsaZena, tj |W,

i
vychylky, tj do € [P = EIS de = zEsz (15)|. Za & sem dosadime parcidlni derivaci y

podle x podle (2) a za y dosadime podle (9): dostaneme

2
. o1 2
W :lE -a—[A sm(c)t—gx) = ~EA? (Da cosz(c)t—gx) a sem dosadime za
P2 | ox C 2 C* C
1 o°

fazovou rychlost podle (7). Dostaneme: w , = ) EAZ cos” (oot — %xj a po vykraceni

b
p

i 2 2 ® : ) . :
Wp =3 pA’0” cos® (o)t e X) (16)|. Vidime, Ze jsme pro hustotu potencialni energie

w, dostali stejny vyraz jako (13) pro hustotu wy energie kinetick¢. To znamena predne,
7¢ okamzZita hustota energie w je

W=W +W, :pAZ(D2 cosz(wt~%xj (17)

a dale Z¢ kineticka a potencidlni energie jsou ve stejné fazi, tj obé dosahuji minima a
maxima v kazdém misté x ve stejném case t. To je jeden z vyznamnych rozdild mezi
vinénim prostiedi a oscilaci osamocencho oscilatoru, kde je kineticka energie posunuta ve
fazi proti energii potencialni o 7/2.
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Podle (17) je hustota energie viny periodickou funkci Casu, nebot” se¢ méni podle druhe
mocniny kosinusovky. Vypoétéme tedy jeSt€ stiedni hodnotu hustoty energie, kterou
oznaéime w,. Nejprve obecné o stiedni hodnoté funkce.

Definice stiedni hodnoty funkce:

Necht' funkce y = f(x) je definovana na intervalu délky L, kde pocatecni bod tohoto
intervalu ma soufadnici x;, koncovy bod x,, takze L = x, - x;. Pak stfedni hodnota f;

. N
funkce f(x) na intervalu L je definovana vztahem |f = T If (x)dx (18)] e

V nasem konkrétnim piipadé nas zajima stfedni hodnota funkce f(x) = cos’(x), protoZe
stfedni hodnoty konstant (u nas A% a ®”) splyvaji s témito konstantami. Funkce cos(x) je
periodicka na intervalu délky L = (0;2x), funkce cos’x je viak periodicka na intervalu
délky L= (0:m), jak je vidét i z obr. 5. Je zfejmé, Ze stiedni hustotu jakékoliv funkce, tedy
1 sttedni hodnotu w; hustoty energie, staci

OBR.. 5. Plnou éarou je zakreslena funkce cos(x), krouzkované cos’x.

spocitat na intervalu periodicity, protoze dale se situace opakuje. Pocitame tedy stfedni
hodnotu £, na intervalu (0;x) podle vzorce (18), kde bude f(x) = cos’x,

. 1
L=mnx=0 a x,=n Tak dostavame nejprve |f; =— Icosz xdx (19)]a nyni tento
T
0

integral mame vypoc¢ist. PouZijeme vzorec znamy z trigonometrie:

cos® x = EL.;@X—) a podle tohoto vzorce dosazen¢ho do (19) dostavame:



17 1 ¢ 1+ cos(2x) I K
fy=— Icosz xdx=—|— dx = — de + jcos2x dxj . Déle mame:
T

s 2 2
0 0 T\o 0

T

Idx:x|o~n takze — n—~
21 2

cos2xdx = —sm 2X

o-___,::i

1. .
=—(sint—sm0)=0.
0 2

Tedy |f

Fil'—‘

IS
J.cosz xdx = > (20)| a dosazenim do (17) mame konecné
0

1 1 5 ,
W = pAZn? 5 —2—pA20)“ (21| To je hodnota hustoty energie vinéni obsaZzend v

jednom krychlovém metru viniciho se prostfedi. Vidime, 7e je umérna ctverci (4 druhe
mocniné) amplitudy A kmith diferencialnich oscilatorii prostiedi a Ctverci sdruZeného
kruhového pohybu o téchto oscilatoru.

Pohybuje-li se vlna fazovou rychlosti C, pak stfedni hustota energie proSla jednim
&tvereénim metrem kolmo ke sméru Sifeni vin (tj kolmo k ose X) za vtefinu se nazyva

| 5 .
intenzita vInéni, znadi se 1 a ziejmé pro ni plati I =w,C= EDA“OJ °C(22))
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