
1 Relace

1.1 Základńı pojmy

Pojem relace neboli vztahu je znám nejen v matematice, ve které patř́ı k ned̊uležitěǰśım

pojmům. Jak vyplývá z následuj́ıćıch několika př́ıklad̊u, intuitivně se tento pojem použ́ıvá

i v běžném životě.

Př́ıklady.

• (č́ıslo) x je dělitelem y (č́ıslo)

• (osoba) x je sousedem y (osoba)

• (osoba) x je členem y (spolek)

• (př́ımka) x je rovnoběžná s y (př́ımka)

• (auto) x má y (barva)

Jak je vidět, všechny tyto př́ıklady maj́ı společnou následuj́ıćı strukturu: Je dána

množina X (auta) a množina Y (barvy) a vztah mezi nimi, který označ́ıme ρ. Pak prvek

x ∈ X bude v relaci s prvkem y ∈ Y právě když výrok, který můžeme symbolicky zapsat

xρy, bude pravdivý. Matematicky lze tuto vlastnost definovat následovně.

Definice. Necht́ X, Y jsou množiny. Binárńı relace ρ z množiny X do množiny Y je

libovolná podmnožina kartézského součinu X × Y .

Poznámky.

1. Bude-li zřejmé, o jaké množiny se jedná, budeme krátce hovořit o relaci ρ. Skutečnost,

že x, y jsou v relaci, budeme značit

(x, y) ∈ ρ nebo xρy v opačném př́ıpadě

(x, y) /∈ ρ nebo xρ/y

2. Nikde ovšem neńı zaručeno, že každý prvek z X je v relaci s nějakým prvkem z Y

(a naopak).

Definice. Necht́ ρ je relace z X do Y . Množina

Lρ = {a ∈X | ∃ b ∈Y; aρb} se nazývá levý obor relace ρ

Rρ = {b ∈Y | ∃ a ∈X; aρb} se nazývá pravý obor relace ρ
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Př́ıklad.

X = {2, 3, 5} Y = {1, 4, 7, 10}
xρy ⇔ x je dělitelem y.

Pak Lρ = {2, 5}, Rρ = {4, 10}.

Protože relace je množinou, lze na ńı přirozeným zp̊usobem definovat běžné množinové

operace, jako je pr̊unik relaćı, sjednoceńı relaćı. Obdobně lze zavést i termı́n podrelace,

pro který se však použ́ıvá i jiného názvoslov́ı.

Definice. Necht́ ρ1, ρ2 jsou relace z X do Y . Jestliže ρ1 ⊂ ρ2, ř́ıkáme, že relace ρ1

implikuje relaci ρ2.

Definice. Je-li speciálně X = Y , pak ř́ıkáme, že ρ ⊂ X ×X je relace na množině X.

Následuj́ıćı operace mezi relacemi však svou obdobu mezi množinami obecně nemá.

Definice. Bud́te X, Y, Z množiny, ρ1 ⊂ X × Y, ρ2 ⊂ Y × Z. Pak relace ρ1 o ρ2 ⊂
X × Z definovaná vztahem (x, z) ∈ ρ1 o ρ2 ⇔ ∃ y ∈ Y tak, že xρ1y a yρ2z, se nazývá

složeńı (součin) relaćıρ1, ρ2.

Př́ıklad.

X = {1, 2, 3, 4}
Y = {5, 6, 10}
Z = {7, 12, 18, 20}
xρ1y ⇔ x je dělitelem y

yρ2z ⇔ y < z.

Potom ρ1 o ρ2 = [1, 7], [1, 12], [1, 18], [1, 20], [2, 7], [2, 12], [2, 18], [2, 20], [3, 7], [3, 12], [3, 18], [3, 20].

Naproti tomu ρ2 o ρ1 = [1, 12], [1, 18], [1, 20], [2, 12], [2, 18], [2, 20], [3, 12], [3, 18], [3, 20], [4, 12],

[4, 18], [4, 20]. Tedy obecně ρ1 o ρ2 6= ρ2 o ρ1.

Vlastnosti operace skládáńı relaćı trochu připomı́naj́ı vlastnosti, které má součin matic.

Předně nelze skládat libovolnou dvojici relaćı a jak je z předchoźıho př́ıkladu vidět, i když

je složeńı relaćı ρ1 a ρ2 možné v libovolném pořad́ı, neńı tato operace obecně komuta-

tivńı. Následuj́ıćı tvrzeńı však ukazuje, že asociativńı zákon pro operaci skládáńı relaćı

plat́ı.

Věta. Nechť ρ1 ⊂ A × B ρ2 ⊂ B × C ρ3 ⊂ C ×D. Potom (ρ1 o ρ2) o ρ3 = ρ1 o (ρ2 o

ρ3).

Důkaz. Nechť a(ρ1 o ρ2) o ρ3d. Potom existuje c tak, že aρ1ρ2c & cρ3d. Z prvńıho vztahu

dále vyplývá, že existuje b tak, že aρ1b & bρ2c. Protože bρ2c & cρ3d máme bρ2ρ3d a protože

také aρ1b, dostáváme celkově aρ1(ρ2ρ3)d. Proto
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(ρ1 o ρ2) o ρ3 ⊂ ρ1 o (ρ2 o ρ3).

Obdobně se dokáže opačná inkluze.

Nyńı zadefinujeme ještě daľśı d̊uležité typy relaćı .

Definice. Je-li ρ ⊂ X × Y , pak relace ρ−1 ⊂ Y ×X definivaná vztahem yρ−1x ⇔ xρy se

nazývá inverzńı relace k relaci ρ.

Definice. Je-li X množina, pak relace EX ⊂ X ×X definovaná vztahem

EX = {(x, x)|x ∈ X}

se nazývá identická relace na množině X.

Př́ıklad Nechť X = {1, 2, 3}, nechť relace ρ je na množině X definována xρy ⇔ x < y.

Potom

ρ o ρ−1 = {[1, 1], [1, 2], [2, 1], [2, 2]}
ρ−1

o ρ = {[2, 2], [2, 3], [3, 2], [3, 3]}

Tedy obecně ρ o ρ−1 6= ρ−1
o ρ, ρ o ρ−1 6= EX , dokonce ani ρ o ρ−1 6= ELρ . Obecně plat́ı

pouze následuj́ıćı.

Tvrzeńı.

ELρ ⊂ ρ o ρ−1 EPρ ⊂ ρ−1
o ρ.

Př́ıklad. Nechť |X| = m |Y | = n. Kolik existuje r̊uzných relaćı z X do Y ?

1.2 Zobrazeńı

Definice. Relace f ⊂ X × Y , pro kterou plat́ı

(x, y1) ∈ f&(x, y2) ∈ f ⇒ y1 = y2

čili každému x ∈ X je přǐrazeno nejvýše jedno y ∈ Y se nazývá zobrazeńı z množiny X

do množiny Y. Pokud plat́ı ∀x ∈ X ∃! y ∈ Y (x, y) ∈ f , pak zobrazeńı množiny X do

množiny Y.

Poznámka. f−1 ve smyslu relace nemuśı být zobrazeńı.

Definice. Řekneme, že zobrazeńı f : X → Y je

• prosté jestliže y = f(x1) & y = f(x2) ⇒ x1 = x2

• na množinu Y , jestliže Pf = Y .

• bijekce, jestliže f je prosté zobrazeńı množiny X na množinu Y .
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Př́ıklad. Řekneme, že množiny X a Y jsou ekvivalentńı (X ∼ Y ) jestliže mezi nimi

existuje bijekce. Zřejmě konečné množiny jsou ekvivalentńı právě když maj́ı týž počet

prvk̊u. Pro nekonečné množiny potom např. N ∼ Z, N ∼ Q, R ∼ R+, R ∼ 〈0, 1〉,
avšak N 6∼ R. Množiny ekvivalentńı s množinou přirozených č́ısel se nazývaj́ı spočetné,

ostatńı nekonečné množiny se nazývaj́ı nespočetné. O ekvavilentńıch množinách se také

ř́ıká, že maj́ı tutéž mohutnost. Mohutnost konečné množiny je rovna počtu jej́ıch prvk̊u,

mohutnost množiny přirozených č́ısel se znač́ı ℵ0.

1.3 Ekvivalence

Definice. Nechť ρ je relace na množině X. Řekneme, že ρ je

• reflexivńı , jestliže ∀x ∈ X; xρx (neboli EX ⊂ ρ).

• symetrická, jestliže xρy ⇒ yρx (neboli ρ = ρ−1).

• antisymetrická, jestliže (xρy & yρx) ⇒ x = y (neboli ρ ∩ ρ−1 ⊂ EX).

• tranzitivńı, jestliže (xρy & yρz) ⇒ xρz (neboli ρ o ρ ⊂ ρ).

Definice.

Reflexivńı a symetrická relace se nazývá tolerance.

Reflexivńı, symetrická a tranzitivńı relace se nazývá ekvivalence.

Reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı relace se nazývá uspořádáńı.

Př́ıklad tolerance.

Nechť X = {0, 1}n, neboli množina binárńıch vektor̊u délky n. Relace ρ je definována

vztahem xρy ⇔ x, y se lǐśı nejvýše v jedné složce. Diagram této relace se nazývá n-

rozměrná krychle.

Př́ıklady ekvivalence.

V geometrii: shodnost či podobnost trojúhelńık̊u, rovnoběžnost př́ımek.

Na množině čtvercových matic téhož řádu vztahy typu X je podobná Y , X má stejnou

hodnost jako Y .

Definice. Nechť X je množina. Systém {Bi}; i ∈ I podmnožin množiny X se nazývá

rozklad množiny X jestliže

(i) Bi 6= ∅ ∀i ∈ I

(ii) Bi ∩Bj = ∅ ∀i 6= j

(iii) ∪iBi = X

Prvky rozkladu se nazývaj́ı tř́ıdy.
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Věta. Každá ekvivalence na X definuje rozklad na X, tzv. rozklad na tř́ıdy ekvivalence.

(A naopak)

Důkaz.

Definujme pro každé x Bx = {y ∈ X; yρx}. Prvńı a třet́ı podmı́nka z definice rozkladu

jsou splněny evidentně, k d̊ukazu disjunktnosti předpokládejme a 6= b a nechť existuje

c ∈ Ba ∩ Bb. Potřebujeme dokázat, že Ba = Bb. Avšak je-li x ∈ Ba, pak xρa a z definice

prvku c je aρc. Z tranzitivity dále plyne xρc. Protože také cρb, je i xρb a tedy x ∈ Bb.

Dostáváme tedy Ba ⊂ Bb a protože analogicky by se dokázalo Bb ⊂ Ba je d̊ukaz proveden.

1.3.1 Základńı algebraické struktury

Definice. Zobrazeńı o : X ×X → X se nazývá binárńı operace. Fakt, že f(a, b) = c

znač́ıme a o b = c.

Definice. Operace se nazývá

• komutativńı, jestliže ∀a, b; a o b = b o a.

• asociativńı, jestliže ∀a, b, c; (a o b) o c = a o (b o c).

• Operace ? se nazývá distributivńı vzhledem k operaci o jestliže a ? (b o c) = (a ? b)

o (a ? c).

• Prvek e, pro který a o e = e o a = a∀a se nazývá neutrálńı prvek.

• Prvek a−1, pro který a−1
o a = a o a−1 = e se nazývá inverzńı prvek k prvku a.

Definice.

Množina M s operaćı, která je asociativńı, se nazývá pologrupa.

Jestliže v ńı existuje neutrálńı prvek, pak se M nazývá monoid.

Grupa je monoid, ve kterém ke každému prvku existuje inverzńı prvek.

Komutativńı (Abelova) grupa je grupa s komutativńı operaćı.

Poznámka. V př́ıpadě, že operace je považována za sč́ıtáńı, pak se inverzńı prvek nazývá

opačný.

Př́ıklady.

Množina přirozených č́ısel je pologrupa vzhledem k operaci sč́ıtáńı, monoid vzhledem k

operaci násobeńı.

Množina celých č́ısel je grupa vzhledem k operaci sč́ıtáńı.

Množina racionálńıch č́ısel je monoid vzhledem k násobeńı, množina kladných racionálńıch

č́ısel je vzhledem k násobeńı grupou.
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Definice. Nechť M je množina vybavená operacemi o , ?. M se nazývá okruh, jestliže

M je Abelova grupa vzhledem k operaci o , pologrupa vzhledem k operaci ? a operace

? je distributivńı vzhledem k o . Jestliže nav́ıc existuje neutrálńı prvek vzhledem k ?,

pak se M nazývá okruh s jednotkou.

Konvence. V okruhu se neutrálńı prvek vzhledem k o nazývá nulový, vzhledem k ?

jednotkový.

Věta. 0 ? a = a ? 0 = 0.

Definice. Nechť a 6= 0. Pokud ∃b 6= 0 tak, že a ? b = 0, pak se a, b nazývaj́ı dělitelé nuly.

Definice. Okruh s jednotkou bez dělitel̊u nuly se nazývá obor integrity. Jestliže nav́ıc

existuje ke každému prvku prvek inverzńı vzhledem k ?, pak se množina nazývá těleso.

Př́ıklady.

Množina celých sudých č́ısel s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı tvoř́ı okruh. Množina celých

č́ısel tvoř́ı obor integrity. Množina racionálńıch, reálných či komplexńıch č́ısel tvoř́ı těleso.

Př́ıkladem okruhu, který neńı oborem integrity, je množina všech čtvercových matic téhož

řádu s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı matic.

Věta. Každý konečný obor integrity je těleso.

1.3.2 Kongruence

Definice. Nechť Z je množina celých č́ısel, p > 1 přirozené č́ıslo. Relaci ≡ (mod p)

definovanou předpisem

x ≡ y(mod p) ⇔ p|x− y

se nazývá kongruenćı modulo p.

Věta Relace kongruence je ekvivalenćı na Z. V každé tř́ıdě ekvivalence lež́ı právě

všechna č́ısla, která dávaj́ı při děleńı p stejný nezáporný zbytek.

Definice. Tyto tř́ıdy ekvivalence se nazývaj́ı zbytkové tř́ıdy modulo p.

Značeńı. Tř́ıdu exvivalence, do které patř́ı č́ıslo i ∈ Z znač́ıme Zp(i).

Věta. Nechť x ∈ Zp(i), y ∈ Zp(j). Potom

x + y ∈ Zp(i + j) xy ∈ Zp(ij)

6



Definice. Označme Zp množinu všech zbytkových tř́ıd modulo p. Definujme operace⊕,⊗

Zp(i)⊕Zp(j) = Zp(i + j)

Zp(i)⊗Zp(j) = Zp(ij)

Označme 0 = Zp(0); 1 = Zp(1); i = Zp(i).

Toto značeńı umožňuje provádět se zbytkovými tř́ıdami operace obdobně jako s běžnými

č́ısly. Takže např́ıklad v množině Z7 plat́ı 5 ⊕ 4 = 2, 5 ⊗ 4 = 6 a podobně. Otázka zńı,

zda tyto operace maj́ı i očekávané vlastnosti.

Věta. Zp je Abelova grupa vzhledem k ⊕, okruh s jednotkou vzhledem k ⊕ a ⊗, množina

Zp \ {0} je monoid vzhledem k ⊗.

Důkaz. Vzhledem k vlastnostem běžného sč́ıtáńı a násobeńı jednoduchý.

Pro každé p je tedy Zp okruhem s jednotkou. Lehce se však charakterizuje, kdy je

tato množina také tělesem.

Věta. Množina Zp je těleso právě když p je prvoč́ıslo.

Důkaz. Protože Zp je konečná množina stač́ı ukázat, kdy Zp obsahuje dělitele nuly,

neboli pro jaká p existuj́ı č́ısla mezi jednotkou a p taková, jejichž součin je násobkem

č́ısla p. Ta však existuj́ı právě tehdy, kdzž p je složené č́ıslo.

Protože pro prvoč́ıslo p je množina Zp tělesem, lze na ńı definovat r̊uzné struktury,

např́ıklad vektorový prostor a na něm pak analogicky definovat pojmy jako u vektorového

prostoru vlastnosti typu lineárńı nezávislost či báze vektorového prostoru. V některých

př́ıpadech však maj́ı takto definované vztahy nečekané vlastnosti (např́ıklad může existo-

vat vektor, který je kolmý sám k sobě) a je nutno být opatrný při přeb́ıráńı vět platných

pro reálný vektorový prostor.

1.4 Uspořádáńı

Definice. Nechť ρ je relace na X. Pro x, y ∈ X položme xρ+y ⇔ xρy nebo ∃ k > 0

a x1, x2, . . . xk ∈ X tak, že xρx1 & x1ρx2 & . . . & xkρy. Relace ρ+ se nazývá tranzitivńı

uzávěr relace ρ.

Relace ρ? definovaná vztahem xρ?y ⇔ x = y nebo xρ+y se nazývá reflexivně tranzi-

tivńı uzávěr relace ρ.

Jinámi slovy, ρ+ je nejmenš́ı tranzitivńı relace obsahuj́ıćı ρ. Podobně ρ? je nejmenš́ı

taková relexivńı a tranzitivńı relace.

Relace uspořádáńı se někdy nazývá částečné uspořádáńı nebo částečně uspořádaná

množina – POSET. Poset se obvzkle znač́ı (X,�). Kromě tohoto uspořádáńı se totiž
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ještě definuje následuj́ıćı typ relace.

Definice. Nechť X je uspořádaná množina. Jestliže pro x, y ∈ X je xρy nebo yρx ř́ıkáme,

že prvky x, y jsou srovnatelné. Jsou-li každé dva prvky X srovnatelné, ř́ıkáme, že ρ je

lineárńı (úplné, totálńı) uspořádáńı.

Př́ıklady. Typickým reprezentantem lineárńıho uspořádáńı je relace ≤. Typickým

představitelem uspořádáńı. které neńı lineárńı je pak vztah dělitelnosti na množině

přirozených č́ısel či na některé jej́ı podmnožině.

Kdybychom se pokusili nakreslit graf množiny uspořádané dělitelnost́ı, dostali bychom

i pro poměrně malé množiny velmi nepřehledné diagramy. Proto se definuje následuj́ıćı

vztah, pomoćı kterého dostáváme o daném uspořádáńı úplnou informaci a přitom źıskáme

přehlednost.

Definice. Nechť � je uspořádáńı na X. Relace
•
≺ definovaná vztahem x

•
≺ y ⇔ x �

y, x 6= y a pro žádný z ∈ X, x 6= z 6= y neńı x � z � y se nazývá relace bezprostředńıho

předcházeńı př́ıslušná k uspořádáńı �. Diagram relace bezprostředńıho předcházeńı

př́ıslušné k � se nazývá Hasse̊uv diagram relace �.

Poznámky.

1.
•
≺ neńı uspořádáńı.

2. Každé uspořádáńı je reflexivně tranzitivńım uzávěrem své relace bezprostředńıho

předcházeńı.
•
≺ je nejmenš́ı relace s touto vlastnost́ı.

2 Svazy a Booleovy algebry

2.1 Svazy

Definice. Nechť (X,�) je poset. Řekneme, že

• a ∈ X je minimálńı prvek X, jestliže pro žádný prvek x ∈ X, x 6= a neńı x � a.

• b ∈ X je maximálńı prvek X jestliže pro žádný prvek x ∈ X, x 6= b neńı b � x.

• c ∈ X je nejvěťśı prvek X jestliže ∀x ∈ X; x � c.

• d ∈ X je nejmenš́ı prvek X, jestliže ∀x ∈ X; d � x.

Definice. Nechť (X,�) je poset, nechť a, b ∈ X.

Horńı závora prvk̊u a, b je prvek x ∈ X takový, že a � x, b � x. Nejmenš́ı horńı závora

se nazývá supremum prvk̊u a, b.

Dolńı závora je prvek z ∈ X takový, že z � a, z � b. Největš́ı dolńı závora se nazývá

infimum prvk̊u a, b.
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Definice. Poset, v němž pro každé dva prvky existuje jejich supremum i infimum, se

nazývá svaz.

Konvence. Ve svazu definuj́ı supremum a infimum binárńı operace. Supremum se

nazývá spojeńı a znač́ı x ∨ y, infimum se nazývá pr̊usek a znač́ı x ∧ y.

Je zřejmé, že je-li na množině definováno uspořádáńı, jsou t́ımto uspořádáńım defi-

novány jednoznačně i operace pr̊useku a spojeńı. Následuj́ıćı tvrzeńı nám ukazuje, že je

tomu i naopak.

Věta. Nechť X je svaz, nechť a, b ∈ X. Pak

a � b ⇔ a ∧ b = a ⇔ a ∨ b = b.

Daľśı tvrzeńı pak vycháźı z následuj́ıćıho pozorováńı: Jestliže Hasse̊uv diagram daného

uspořádáńı převrát́ıme naruby, pak se relace ρ změńı na ρ−1 a z̊ustane uspořádáńım, op-

erace pr̊useku se změńı na spojeńı a naopak. Proto

Věta. (Princip duality.)

Když v libovolném pravdivém tvrzeńı prohod́ıme pr̊usek a spojeńı a uspořádáńı nahrad́ıme

inverzńım, dostáváme opět pravdivé tvrzeńı.

Základńı vlastnosti operaćı pr̊usek a spojeńı pak shrnuje následuj́ıćı věta.

Věta. V libovolném svazu plat́ı

a)a ∨ a = a a ∧ a = a idempotentnost

b)a ∨ b = b ∨ a a ∧ b = b ∧ a komutativita

c)a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c asociativita

d)a ∨ (b ∧ a) = a a ∧ (b ∨ a) = a absorbce

Jak je vidět, mezi základńımi vlastnostmi chyb́ı distributivńı zákony. Obecně tyto

zákony ve svazech neplat́ı. Např́ıklad ve svazu na obr. 1a je vidět, že a ∧ (b ∨ c) = a

zat́ımco (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) = 0. Na obrázku 1b zase máme a ∧ (b ∨ c) = a ∧ 1 = a a přitom

(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) = b ∨ 0 = 0. Proto má oprávněńı následuj́ıćı definice.

Definice. Řekneme, že svaz (X,�) je distributivńı, jestliže nav́ıc a∧(b∨c) = (a∧b)∨(a∧c)

a z duality také a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

Svazy na obr. ?? budou hrát kĺıčovou roli při charakterizaci distributivńıch svaz̊u. Než

si tuto charakterizaci uvedeme, je třeba nejprve definovat podsvaz svazu. Při zaváděńı

této definice je nutné zachovávat určitou opatrnost.

Definice. Nechť (X,�) je poset, nechť Y ⊂ X. Potom (Y,�) je také poset a � se nazývá

zúžeńı p̊uvodńıho uspořádáńı.
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Definice. Nechť Y ⊂ X. Řekneme, že poset (Y,�) je podsvazem svazu (X,�) jestliže

operace pr̊useku a spojeńı zachovávaj́ı výsledky ze svazu X.

Věta. Svaz je distributivńı, jestliže neobsahuje X1 či X2 jako sv̊uj podsvaz.

Daľśı otázkou je, zda je možné ve svazech definovat obdobu neutrálńıho a inverzńıho

prvku. Vzhledem k předchoźım úvahám je zřejmé, že roli neutrálńıch prvk̊u mohou

hrát nejmenš́ı a největš́ı prvek, pokud ovšem existuj́ı. Ovšem snadno se nahlédne, že

v konečném svazu kdyby neexistoval např, největš́ı prvek, pak by v něm musely nutně

existovat minimálně dva maximálńı prvky a ty by neměly supremum. Proto v konečném

svazu muśı největš́ı a z duality i nejmenš́ı prvek existovat. V daľśım budeme nejmenš́ı

prvek svazu značit 0 a největš́ı 1.

Věta. 0 ∨ a = a 1 ∧ a = a.

Definice. Nechť (X,�) je svaz s nulovým a jednotkovým prvkem. Prvek x, pro který

x ∨ x = 1 x ∧ x = 0

se nazývá doplněk (komplement) prvku x.

Komplement nemuśı existovat ke každému prvku a pokud existuje, nemuśı být určen

jednoznačně. Např́ıklad v lineárně uspořádaném svazu nemá komplement žádný prvek s

výjimkou 0 a 1, k prvku c ve svazech X1 a X2 z obr. ?? existuj́ı komplementy dva. Ve

speciálńıch př́ıpadech však lze ř́ıci v́ıce, což bude předmětem daľśı kapitoly. Na závěr této

však ještě jednu definici.

Definice. Svaz, v němž ∀x ∈ X existuje jeho komplement, se nazývá komplementárńı

svaz.
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2.2 Booleovy algebry

Definice. Distributivńı komplementárńı svaz se nazývá Booleova algebra.

V Booleově algebře tedy ke každému prvku existuje jeho komplement. Jak již bylo

řečeno, obecně ve svazu nemuśı být komplement určen jednoznačně. Druhá podmı́nka

však jednoznačnost komplementu zaručuje.

Věta. V distributivńım komplementárńım svazu existuje ke každému prvku právě jeden

komplement.

Důkaz. Nechť b1 a b2 jsou doplňky prvku a, tj. nechť a ∨ b1 = 1, a ∨ b2 = 1, a ∧ b1 =

0, a∧ b2 = 0. Potom b1 = b1∧1 = b1∧ (a∨ b2) = (b1∧a)∨ (b1∧ b2) = 0∨ (b1∧ b2) = b1∧ b2.

Podobně však b2 = b2 ∧ 1 = b2 ∧ (a ∨ b1) = (b2 ∧ a) ∨ (b2 ∧ b1) = 0 ∨ (b2 ∧ b1) = b1 ∧ b2,

neboli b1 = b2.

V Booleově algebře je zvykem značit spojeńı znaménkem + a pr̊usek znaménkem ..

Následuj́ıćı věta pak dává přehled základńıch vlastnost́ı Booleovských operaćı. Je třeba

ji chápat skutečně jako přehled vlastnost́ı, nikoli jako soustavu axiomů, neboť některá

tvrzeńı v ńı uvedená lze odvodit z jiných.

Věta.Booleovský kalkulus.

Pro operace Booleovy algebry plat́ı

S1 a + a = a a.a = a idempotentnost

S2 a + b = b + a ab = ba komutativita

S3 (a + b) + c = a + (b + c) (ab)c = a(bc) asociativita

S4 a + ab = a a(a + b) = a absorbce

D a(b + c) = ab + ac a + bc = (a + b)(a + c) distributivita

N1 a + 0 = a a.1 = a neutrálńı prvky

N2 a.0 = 0 a + 1 = 1

K1 0 = 1 1 = 0 komplementarita

K2 a + a = 1 a.a = 0

K3 a = a involutornost

K4 a + b = ab ab = a + b de Morganovy zákony

Tento soubor vlastnost́ı značně omezuje možnost býti Booleovou algebrou. Následuj́ıćı

postup také ukáže, že všechny konečné Booleovy algebry lze v jistém smyslu jednoznačně

popsat.

Definice. Nechť X je Booleova algebra. Nenulový prvek a ∈ X takový, že pro každý

x ∈ X plat́ı x ∧ a = a nebo x ∧ a = 0 se nazývá atom algebry X.

Atom algebry je tak vlastně bezprostředńı následńık nuly. V nekonečných Booleových
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algebrách atomy existovat nemuśı, v konečné algebře samozřejmě existuj́ı. Následuj́ıćı

věta nám pak ukazuje, že jsme schopni popsat všechny prvky konečné Booleovy algebry,

známe-li jej́ı atomy. Nejprve však uvedeme jedno pomocné tvrzeńı.

Lemma. Nechť X je Booleova algebra a x ∈ X. Pak v X existuj́ı prvky y, z takové, že

y 6= x 6= z a x = y ∨ z právě když x neńı nulový prvek ani atom algebry X.

Důkaz. Že pro nulový prvek ani atom algebry takové prvky y, z existovat nemohou, je

zřejmé. Předpokládejme tedy, že x neńı nulový ani atom a tedy že existuje a ∈ X tak,

že 0 ≺ a ≺ x. Potom x = x ∧ 1 = x ∧ (a ∨ a) = (x ∧ a) ∨ (x ∧ a) = a ∨ (x ∧ a) a tedy

x = y ∨ z pokud y = a a z = x ∧ a. Zbývá ukázat, že y 6= x 6= z. y 6= x plat́ı zřejmě.

Pokud by bylo z = x, potom x ∧ a = x neboli x � a. Celkově tedy x � a, a ≺ x, neboli

a ≺ a, z čehož dostáváme a ∧ a = a, což je spor s komplementaritou.

Věta. Pro každý prvek x ∈ X, x 6= 0 konečné Booleovy algebry X plat́ı x = a1 ∨ a2 ∨
. . . ∨ an, kde a1, a2, . . . , an jsou všechny atomy algebry X, pro něž ai � x, i = 1, 2, . . . n.

Důkaz. Je-li x atom, pak stač́ı volit n = 1 a x = a1. Nechť tedy x neńı atom. Potom

dle předchoźıho lemmatu je x = y ∨ z, kde y ≺ x a z ≺ x. Pokud y a z jsou atomy, jsme

hotovi. Pokud ne, pak opakováńım tohoto postupu dojdeme po konečném počtu krok̊u

ke vztahu x = a1 ∨ a2 ∨ . . .∨ an, kde ai jsou vesměs atomy. Zbývá ukázat, že a1, a2, . . . an

jsou všechny atomy srovnatelné s x. Nechť a ≺ x je libovolný atom srovnatelný s x.

Potom a = a ∧ x = a ∧ (a1 ∨ . . . ∨ an) = (a ∧ a1) ∨ . . . ∨ (a ∧ an). Protože pr̊usek dvou

r̊uzných atomů je roven nulovému prvku, pak pokud by a nebyl mezi a1, . . . an, dostali

bychom v posledńım výrazu spojeńı samých nul, což je spor.

Nyńı jsme již schopni vyslovit charakterizačńı větu.

Věta.Stoneova o reprezentaci.

Každá konečná Booleova algebra X je izomorfńı s algebrou 2M , kde M je množina všech

atomů algebry X a 2M je množina všech podmnožin množiny M s operacemi pr̊uniku a

sjednoceńı množin.

Důkaz. Definujme zobrazeńı f : X → 2M předpisem

f(0) = ∅
f(x) = {a ∈ M ; a � x} pro x 6= 0

Toto zobrazeńı je viditelně bijekćı mezi X a 2M . Je ještě nutné ukázat srovnatelnost,

neboli že pro každé x, y ∈ A je

(i) f(x ∨ y) = f(x) ∪ f(y)

(ii) f(x ∧ y) = f(x) ∩ f(y)
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(iii) f(x) = f(x)

To však vyplývá z asociativity zúčastněných operaćı a doplňku.

Důsledek. Každá konečná Booleova algebra obsahuje 2n prvk̊u, kde n je počet jej́ıch

atomů.

Jiný zp̊usob, jak charakterizovat konečné Booleovy algebry, podává následuj́ıćı postup.

Definice. Nechť X a Y jsou Booleovy algebry. Direktńım součinem algeber X, Y

rozumı́me kartézský součin X×Y s operacemi pr̊useku a spojeńı definovanými následovně.

(a, b) ∧ (c, d) = (a ∧ c, b ∧ d)

(a, b) ∨ (c, d) = (a ∨ c, b ∨ d)

(a, b) = (a, b)

Poznámka. Ještě by se mělo ověřit, že takto definovaná množina tvoř́ı s danými oper-

acemi Booleovu algebru. Toto ověřéı však neńı obt́ıžné.

Př́ıklad. Nechť X = 2{a} = (∅, {a}), Y = (∅, {b}) = 2{b}. Potom X × Y má 4

prvky (∅, ∅), ({a}, ∅), (∅, {b}), ({a}, {b}) a je evidentně izomorfńı s algebrou 2{a,b}. In-

dukćı bychom potom mohli dokázat následuj́ıćı větu.

Věta. Konečná Booleova algebra s r atomy je izomorfńı s algebrou (B2)
r.

Algebru (B2)
r lze zřejmě interpretovat jako množinu r-složkových vektor̊u. ve kterých

jsou jednotlivé složky rovny 0 nebo 1.

2.3 Booleovy funkce

V následuj́ıćım odstavci si ukážeme, že várazy známé z výrokové logiky lze charakterizovat

pomoćı vhodné Booleovy algebry. Jakýkoli výrok lze interpretovat jako proměnnou, která

nabývá hodnoty 0 nebo 1. Vyhodnotit jakýkoli výrok, např x ⇒ (y ∧ z) vlastně znamená

určit jeho hodnotu z závislosti na hodnotách jednotlivých jeho složek. Od této chv́ıle

budeme mı́sto termı́nu výrok použ́ıvat termı́n Booleovská proměnná. Výraz x ⇒ (y ∧ z)

pak lze interpretovat jako Booleovu funkci 3 proměnných, pro kterou např. f(1, 0, 0) = 0

nebo f(0, 1, 0) = 1.

Definice. Zobrazeńı f : (B2)
n → B2 pro n ≥ 1 se nazývá Booleova funkce n proměnných.

Poznámka. Lze definovat i funkci f : Bn → B, kde B je libovolná Booleova alge-

bra. Podle předchoźı charakterizačńı věty lze ale tyto funkce redukovat na funkce podle

předchoźı definice.
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Poznámky.

1. Operace doplňku je Booleovskou funkćı jedné proměnné, známé logické operace ∨, ∧,

⇒ nebo ⇔ jsou pak Booleovými funkcemi 2 proměnných.

2. Předpis téže Booleovy funkce nemuśı být dán jednoznačně. Např́ıklad plat́ı x ⇔ y =

(x ⇒ y) ∧ (y ⇒ x) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y) neboli tyto tři funkčńı předpisy definuj́ı tutéž

Booleovu funkci.

Druhá poznámka pak vede k následuj́ıćı otázce - lze vyjádřit libovolnou funkci nějakým

”hezkým”, tj. hlavně přehledným zp̊usobem. Jedna z otázek např́ıklad může zńıt kolik

r̊uzných logických operaćı je třeba k vyjádřeńı libovolné Booleovské funkce. Lze ukázat,

že stač́ı jediná, libovolnou Boolevu funkci lze např. vyjádřit pouze pomóı funkce ∧ defi-

novanou předpisem x∧y = x ∨ y, ovšem zápisy Booleových funkc ı, použ́ıvaj́ıćı pouze

tuto funkci, rozhodně přehledné nejsou. Nadruhé straně neńı obt́ıžné si uvědomit, že

libovolnou Booleovu funkci lze vyjádřit pomoćı operace negace a operaćı ∨ a ∧. Nav́ıc

si ukážeme, že pomoćı těchto operaćı lze dosáhnout také přehledného zápisu libovolné

Booleovy funkce.

Definice. Boole̊uv polynom n proměnných je Booleova funkce proměnných x1, . . . xn

źıskaná pomoćı následuj́ıćıch pravidel:

1. Konstanty 0,1 a každá proměnná xi je Booleovým polynomem

2. Jsou-li a, b Booleovy polynomy, pak i funkce a, a ∨ b a a ∧ b Booleovými polynomy.

Podle úvah před touto definićı je zřejmé, že každá Booleova funkce je vlastně Booleovým

polynomem, neboť Boole̊uv polynom je právě každá Booleova funkce, kterou lze vyjádřit

pomoćı operace negace a operaćı ∨ a ∧. Čtenář si to může snadno ověřit na funkćıch im-

plikace nebo ekvivalence. Ovšem ani zápis Booleovy funkce ve tvaru polynomu nemuśı (a

vlastně nikdy neńı) dán jednoznačně. Např́ıklad funkce symetrické diference (vylučovaćı

nebo) lze vyjaádřit jako a⊕ b = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y), ale také x⊕ y = (x ∨ ȳ) ∧ (x ∨ y). Čili

i v př́ıpadě Booleových polynomů je na mı́stě otázka, jak vyjádřit jakoukoli Booleovu

funkci ”vhodným” Booleovým polynomem.

Definice. Polynomy tvaru y1 ∧ y2 ∧ . . . ∧ yn nebo y1 ∨ y2 ∨ . . . ∨ yn, kde yi = xi nebo

yi = xi se nazývaj́ı klauzule (pr̊useková, spojová), každé yi nazýváme literál proměnné xi.

O polynomu, který je spojeńım pr̊usekových resp. pr̊usekem spojových klauzuĺı ř́ıkáme,

že je napsán v disjunktivńı resp. konjunktivńı formě. Jestliže každá klauzule obsahuje

literály všech proměnných, hovoř́ıme o úplné disjunktivńı (konjunktivn ı) normálńı formě.

Věta. Každou nekonstantńı Booleovu funkci n proměnných lze vyjádřit Booleovým poly-

nomem n proměnných v úplné disjunktivńı i úplné konjunktivńı normálńı formě.
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Důkaz.

Konstantńımi Booleovskými funkcemi jsou takové, které dávaj́ı hodnotu 0 nebo 1 bez

ohledu na hodnoty jednotlivých proměnných. Polynom dávaj́ıćı hodnotu 1 se nazývá

tautologie, polynom dávaj́ıćı hodnotu 0 pak kontradikce. Tautologii lze vyjádřit pouze v

disjunktivńı, kontradikci v konjunktivńı formě.

3 Grafy

3.1 Pojem grafu

Představme si následuj́ıćı dva problémy.

Problém kropićıho vozu. Máme před sebou plán města a úkol projet s kropićım vozem

všechny ulice města a přitom najet co nejmenš́ı vzdálenost. V ideálńım př́ıpadě pak

kropićı v̊uz projede každou ulićı právě jednou.

Problém obchodńıho cestuj́ıćıho. Obchodńı cestuj́ıćı má navšt́ıvit několik mı́st, přičemž

nemuśı mezi všemi existovat př́ımé spojeńı. Jak si má naplánovat cestu, aby vyšla co ne-

jlevněji? Př́ıpadně může si svoji cestu naplá novat tak, aby každé mı́sto navšt́ıvil právě

jednou?

Tyto dva problémy můžeme interpretovat následovně: Nechť body v rovině, které

budeme od této chv́ıle nazývat vrcholy představuj́ı křižovatky nebo mı́sta, která má

navšt́ıvit obchodńı cestuj́ıćı. Dva vrcholy potom spoj́ıme čarou zvanou hrana, jestliže

mezi křižovatkami existuje ulice bez daľśı křižovatky nebo kdzž mezi jednotlivými mı́sty

existuje př́ımé spojeńı. Takový obrázek složený z vrchol̊u a hran budeme nazývat grafem

a otázka v př́ıpadě kropićıho vozu zńı, zda je možné proj́ıt všechny hrany grafu právě

jednou (a vrátit se na výchoźı mı́sto), v př́ıpadě obchodńıho cestuj́ıćıho pak, jestli lze

obdobnou úlohu řešit pro vrcholy.

Pojem grafu je však třeba přesně definovat. Jestliže vrcholy budou reprezentovány

jednoprvkovými množinami, pak hrany si můžeme představit jako dvouprvkové množiny,

jej́ımiž prvky budou vrcholy, které hrana spojuje. Muśıme však uvažovat jak hrany

”pr̊uchoźı” jak jedńım směrem, např́ıklad v př́ıpadě jednosměrné ulice (pak je nutno určit,

který vrchol je počátečńı a který koncový a bude se tedy jednat o uspořádanou dvojici),

tak oběma směry, kdy se bude jednat o neuspořádanou dvojici, a také hranu, jej́ıž oba

konce jsou v témže vrcholu. Graf je tedy možné definovat následovně.

Definice. Nechť U je konečná množina. Dvojice G = (V, E), kde E ⊂ U × U ∪
(

U
2

)
se

nazývá (obecný) graf.

Je-li H ⊂ U × U ř́ıkáme, že G je orientovaný graf. Je-li H ⊂
(

U
2

)
ř́ıkáme, že G je

neorientovaný graf.
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Z této definice je zřejmé, že v roientovaném grafu budeme připouštět i hranu, která

zač́ıná i konč́ı v témže vrcholu (takovou hranu budeme nazývat smyčkou, u neoriento-

vaného grafu je taková hrana nepř́ıpustná. Nav́ıc v neorientovaném grafu mohou být

dva r̊uzné vrcholy spojeny nejvýše jednou hranou, v orientovaném grafu totéž plat́ı pro

uspořádané dvojice vrchol̊u. Pokud chceme připustit i neorientované smyčky či násobné

hrany, muśıme definovat obecněǰśı strukturu.

Definice. Multigraf G je spořádaná trojice G = (V, E, ε), kde V a E jsou množiny

(množina vrchol̊u a množina hran) a zobrazeńı ε : H →
(

U
2

)
∪ U2 ∪ U se nazývá inci-

denčńım zobrazeńım.

Na každý graf je tedy možné se d́ıvat jako na speciálńı př́ıklad multigrafu. Následuj́ıćı

tvrzeńı je evidentńı.

Věta. Multigraf je grafem právě když zobrazeńı ε je prosté a nav́ıc ε−1(U) = ∅.

Na grafem jako na dvojićıch množin definujeme rovnost přirozeným zp̊usobem jako

rovnost této dvojice množin, neboli dva grafy jsou si rovny jestliže maj́ı totožné množiny

vrchol̊ua množiny hran. Pod́ıváme-li se na následuj́ıćı dva grafy na obr. ??, vid́ıme, že

bude nutné definovat nějaký obecnéǰśı vztah mezi grafy, neboť striktně vzato tyto dva

grafy rovné nejsou, ovšem z přǐrazeńı vrchol̊upodle dané tabulky je vidět, že jde vlastně

o r̊uzný nákres téhož grafu. Než si tento pojem, který do značné mı́ry nahrad́ı pojem

rovnosti graf̊u uvedeme, zav̧neme obecněǰśı definićı.

Definice. Nechť G a G′ jsou grafy. Potom zobrazeńı f : V (G) → V (G′) nazveme homo-

morfismem grafu G do grafu G′, jestliže

(x, y) ∈ E(G) ⇒ (f(x), f(y)) ∈ E(G′)

{x, y} ∈ E(G) ⇒ {f(x), f(y)} ∈ E(G′)

Homomorfismus je tedy zobrazeńı množiny vrchol̊u grafu G do množiny vrchol̊u

grafu G′ takové, že dva vrcholy grafu G spojené hranou se zobraźı na dva vrcholy grafu

G′, které jsou rovněž hranou spojeny. Opačně to však platit nemuśı, vrcholy nespojené

hranou mohou být zobrazeny i na vrcholy spojené hranou.

Homomorfismus dvou graf̊u je poěrně obecným vztahem. Je tedy užitečné zavést

jeho speciálńı př́ıpady. Nejprve si však zavedeme definici, která, je-li dán nějaký homo-

morfismus, převád́ı nikoli vrcholy, ale hrany graf̊u.

Definice. Nechť G = (V, E), G′ = (V ′, E ′), nechť f : V → V ′. Potom zobrazeńı

f ? :
(

U
2

)
∪ U2 →

(
U ′

2

)
∪ U ′2 definované vztahy

f ?({u, v}) = {f(u), f(v)}
f ?((u, v)) = (f(u), f(v))
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nazýváme zobrazeńım indukovaným zobrazeńım f .

Poznámka. f : V (G) → V (G′) je homomorfismus právě když e ∈ E(G) ⇒ f ?(e) ∈
E(G′).

Definice. Nechť G = (V, E), G′ = (V ′, E ′) jsou grafy, f : V → V ′ homomorfismus. f se

nazývá

• vrcholový monomrfismus, je-li f prosté

• vrcholový epimorfismus, je-li f na

• hranový monomorfismus, je-li f ? prosté

• it hranový epimorfismus, je-li f ? na

• monomorfismus, je-li f i f ? prosté

• epimorfismus, je-li f i f ? na

• izomorfismus, je-li f i f ? bijekce.

Definice. Dva grafy nazveme izomorfńı jestliže mezi nimi existuje izomorfismus. Vztah

izomorfismu graf̊u G a G′ budeme značit G ∼= G′.

Izomorfismus je tedy ten vztah, který v jistém smyslu nahrazuje rovnost graf̊u. Izomorfńı

grafy maj́ı identické prakticky všechny podstatné vlastnosti, které se netýkaj́ı př́ımo

otázky kresleńıgraf̊u. Fakt, že dva grafy jsou izomorfńı však nemuśı být na prvńı pohled

patrný ani u relativně malých graf̊u. Např́ıklad na následuj́ıćım obrázku ?? je trojice

vzájemně izomorfńıch graf̊u. Čtenář si může sám naj́ıt odpov́ıdaj́ıćı izomorfismy.
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Při pohledu na speciálńı př́ıpady homomorfismů se zdá, že zobrazeńı ”na hrany”

muśı být i zobrazeńım ”na vrcholy” a podobně zobrazeńı prosté ”vrcholově” muśı být

prosté i ”hranově”. Že to neńı zcela přesné ukazuje následuj́ıćı př́ıklad dvou graf̊u a

hranového epimorfismu, který neńı vrcholovým epimorfismem. Ovšem je z něj také vidět

proč je to možné.

t
t

t t
t

t t�
�
�
�
�A

A
A
A
A �

�
�
�
�A

A
A
A
A

G1 G2

Definice. Vrchol v ∈ V (G) je izolovaný vrchol grafu G, jestliže E(G) ⊂
(

V ′

2

)
∪ V ′2, kde

V ′ = V (G) \ {u}.

Izolovaný vrchol je tedy takový, ze kterého nevycháźı žádná hrana. Nyńı již můžeme

vyslovit jednoduchá tvrzeńı, jejichž snadný d̊ukaz přenecháváme čtenáři.

Věta.

1. Každý vrcholový monomorfismus je i hranovým monomorfismem.

2. Nechť G nemá izolované vrcholy. Potom každý hranový epimorfismus je i vrcholový

epimorfismus.

V posledńicm části tohoto úvod́ıho odstavce si ještě zadefinujeme vztah podgrafu.

Tento vztah je samozřejmě definován množinově, ovšem je užitečné definovat dva speciálńı

typy podgraf̊u.

Definice. Nechť G1 = (V1, E1) a G2 = (V2, E2) jsou grafy. Řekneme, že graf G1 je

• podgraf grafu G2 jestliže V (G1) ⊂ V (G2) a E(G1) ⊂ E(G2).

• faktor grafu G2 jestliže V (G1) = V (G2) a E(G1) ⊂ E(G2).

• podgraf grafu G2 indukovaný množinou vrchol̊u X jestliže V (G1) = X ⊂ V (G2) a

E(G1) = E(G2) ∩ (
(

X
2

)
∪X ×X).
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Faktor grafu je tedy podgraf, který obsahuje všechny vrcholy p̊uvodńıho grafu, podgraf

indukovaný na množině vrchol̊u pak podgraf, který obsahuje maximálńı možný počet

hran vzhledem k dané množině vrchol̊u.

3.2 Neorientované grafy

V tomto paragrafu budeme pod termı́nem graf uvažovat neorientovaný graf, nebude-li

řečeno jinak. Dále pod označeńım 〈a, b〉 budeme rozumět množinu všech celých č́ısel n

takových, že a ≤ n ≤ b. Kromě toho budeme pro některé grafy použ́ıvat speciálńı

termı́ny.

Definice. Graf G = (V, E) se nazývá

• prázdný jestliže V = E = ∅

• diskrétńı jestliže E = ∅

• úplný (klika) jestliže E =
(

V
2

)
• kružnice délky n ≥ 3 jestliže V = 〈1, n〉, E = {{i, i + 1}, i ∈ 〈1, n− 1〉} ∪ {{1, n}}

• cesta délky n ≥ 0 jestliže V = 〈0, n〉, E = {{i, i + 1}, i ∈ 〈0, n− 1〉}.

Diskrétńı graf na n vrcholech budeme značit Dn, kliku na n vrcholech Kn, kružnici délky

n pak Cn a konečně cestu délky n budeme značit Pn.

Jako prvńı si dokážeme vlastnost, která je celkem zřejmá, která je však patrně nejs-

tarš́ı známou grafovou vlastnost́ı, kterou dokázal již Leonhard Euler v osmnáctém stolet́ı.

Definice. Nechť G = (V (G), E(G)), nechť v ∈ V (G). Č́ıslo

dG(u) = |{v ∈ V (G), {u, v} ∈ E(G)}|

se nazývá stupeň vrcholu v v grafu G.

Stupeň vrcholu je tedy vlastně počet hran, které daný vrchol obsahuj́ı. V tomto smyslu

lze izolovaný vrchol definovat jako vrchol stupně 0. Užitečné je však pojmenovat i vrchol

stupně 1.

Definice. Vrchol stupně 1 se nazývá koncový vrchol grafu.

Nzńı již slibovaný nejstarš́ı vásledek teorie graf̊u. Od této chv́ıle budeme zásadně

počet vrchol̊u grafu značit n, počet hran pak m.
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Věta. V každém grafu plat́ı

∑
v∈V (G)

dG(u) = 2m

Důkaz. Indukćı podle počtu hran grafu. Pokud G obsahuje jedinou hranu, je vše jasné.

Nechť tedy uvedená vlastnost plat́ı pro všechny grafy s m−1 hranami a uvažujme graf G s

m hranami. Nechť h je libovolná hrana grafu G a nechť G′ je graf, který dostaneme z grafu

G vynecháńım hrany h. Potom G′ obsahuje m− 1 hran a podle indukčńıho předpokladu

je
∑

dG′(v) = 2(m− 1). Potom ale zřejmě
∑

dG(v) =
∑

dG′(v) + 2 = 2(m− 1) + 2 = 2m.

Důsledek. Počet vrchol̊ulichého stupně je v každém grafu sudý.

Př́ıklad. Pravidelné grafy, neexistence grafu jen s r̊uznými stupni, konstrukce grafu,

který má jen dvojici vrchol̊u stejného stupně.

Definice. Posloupnost a1, a2, . . . an se nazývá grafová posloupnost jestliže existuje graf o

vrcholech v1, v2 . . . vn takový, že dG(vi) = ai.

Grafová posloupnost je tedy taková, ke které existuje graf jehož vrcholy maj́ı stupně

rovnaj́ıćı se člen̊um posloupnosti. Z předchoźıho je zřejmé, že tato posloupnost muśı

obsahovat pouze celá č́ısla mezi nulou a n − 1, kde n je počet člen̊u posloupnosti a že

součet člen̊u této posloupnosti muśı být sudý. Toto vše jsou však jen nutné podmı́nky.

Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku nám dává následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta. Posloupnost a1, a2, . . . an ve které je ai+1 ≤ ai je grafová právě když je grafová

posloupnost a2 − 1, a3 − 1 . . . aa1+1 − 1, aa1+2, . . . an.

Uvedené tvrzeńı nám naznačuje, jak postupovat: odebereme prvńı člen a hodnoty

daľśıch člen̊u, jejichž počet odpov́ıdá hodnotě odebraného členu sńıž́ıme o jednotku, dokud

nedojdeme k posloupnosti, která již evidentně grafová je nebo neńı. Prob́ıráńım takto

vzniklých posloupnost́ı opačným směrem pak snadno zkonstruujeme př́ıklad grafu, jehož

soubor stupň̊u odpov́ıdá dané posloupnosti. Izomorfńı grafy maj́ı samozřejmě týž sou-

bor stupň̊u, poměrně snadno však najdeme veizomorfńı grafy s týmž souborem stupň̊u.

Př́ıklad. Existuj́ı také grafové posloupnosti, které graf zadávaj́ı až na izomorfismus

jednoznačně. Takovým př́ıkladem je např́ıklad posloupnost 3, 3, 3, 1, 1, 1.

Definice. Nechť f : Pn → G je homomorfismus f(0) = u, f(n) = v. Podgraf f(Pn)

se nazývá sled z vrcholu u do vrcholu v. Je-li f hranový monomorfismus, pak se f(Pn)

nazývá tah, je-li f vrcholový monomorfismus, pak se f(Pn) nazývá cesta z vrcholu u do

vrcholu v.
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Jinými slovy sled je taková posloupnost vrchol̊u grafu, ve které jsou každé dva

následuj́ıćı vrcholy spojeny hranou, tah je sled, ve kterém se neopakuj́ı hrany, cesta je

sled, ve kterém se neopakuj́ı vrcholy.

Definice. Jestliže pro každé u, v ∈ V (G) existuje sled v G pak ř́ıkáme, že graf G je

souvislý. Komponentou grafu G rozumı́me souvislý graf G′ ⊂ G takový, že neexistuje

souvislý graf G′′, G′
⊂
6= G′′ ⊂ G.

Komponenta je tedy maximálńı souvislý podgraf daného grafu. Následuj́ıćı jednoduchá

tvrzeńı nám pak dávaj́ı základńı vlastnosti komponent a souvislých graf̊u.

Věta. Nechť u, v ∈ V (G). Pak v G existuje sled z u do v právě když existuje cesta z u

do v.

Důkaz. Nechť z u do v existuje cesta, pak tato cesta je i sledem. Nechť mezi těmito

vrcholy existuje v grafu sled, pak uvažujme sled nejkratš́ı délky. Potom možnost, že se v

tomto sledu opakuj́ı vrcholy vede exidentně ke sporu s t́ımto předpokladem.

Důsledek. G je souvislý právě když mezi libovolnými dvěma vrcholy existuje cesta.

Věta. Nechť G je souvislý graf. Potom v G existuj́icm minimálně dva vrcholy u, v takové,

že grafy 〈V (G) \ u〉 a 〈V (G) \ v〉 jsou souvislé.

Věta. Relace ρ na množině vrchol̊u grafu definovaná vztahem uρv právě když v grafu ex-

istuje cesta z u do v je ekvivalenćı a tř́ıdy ekvivalence jsou množiny vrchol̊u jednotlivých

komponent.

Důkaz je zřejmý.

Důsledek. Dvě r̊uzné komponenty nemohou mı́t společný vrchol.

Důkaz. Nechť P je nejdeľśı cesta v grafu, nechť u a v jsou jej́ı koncové vrcholy. Předpokládejme,

že graf G′ = 〈G \ u〉 neńı souvislý. Nechť K je komponenta grafu G′ obsahuj́ıćı cestu P .

Protože G je souvislý a podle předpokladu K 6= G′, muśı existovat cesta mezi libovolným

vrcholem komponenty K a vrcholem grafu 〈V (G) \ V (K)〉 a tato cesta muśı procházet

vrcholem u. Z toho vyplývá, že vrchol u má souseda mimo komponentu K, což je ovšem

spor s předpokladem, že P je cesta maximálńı možné délky.

Polsedńı tvrzeńı nám umožňuje dokázat dolńı hranici pro počet hran souvislého grafu.

Věta. Je-li G souvislý graf, pak |E(G)| ≥ |V (G)| − 1.

Důkaz. Indukćı podle počtu vrchol̊u grafu. Graf o dvou vrcholech muśı jednu hranu

obsahovat, má-li být souvislý. Nechť věta plat́ı pro grafy o n vrcholech a nechť G je

souvislý graf o n + 1 vrcholech, nechť u je vrchol grafu G takový, že graf G′ = 〈V (G) \ u〉
je souvislý. Potom G′ obsahuje n vrchol̊u a tud́ıž podle indukčńıho předpokladu obsahuje
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nejméně n− 1 hran. Protože vrchol u nemůže být izolovaný obsahuje graf G minimálně

o jednu hranu v́ıce než graf G′ a věta tedy pro něj plat́ı také.

Uvedené tvrzeńı tedy mimo jiné ř́ıká, že pokud graf obsahuje př́ılǐs málo hran, nemůže

být souvislý. Je však také zřejmé, že pokud graf obsahuje velké množstv́ı hran, pak

už souvislý být muśı. Následuj́ıćı tvrzeńı představuje větu tohoto typu. Nejprve však

muśıme uvést jednu definici.

Definice. Č́ıslo δ(G) = minv∈V (G) dG(v) se nazývá minimálńı stupeň grafu G.

Věta. Jestliže δ(G) ≥ 1
2
|V (G)|, potom je G souvislý graf.

Důkaz. Nechť G obsahuje v́ıce než jednu komponentu. Potom komponenta o nejmenš́ım

počtu vrcholukrm nemůže obsahovat v́ıce než 1
2
|V (G)| vrchol̊u. Stupeň vrchol̊u této

komponenty tak muśı být ještě minimálně o jednotku menš́ı.

Definice. Nechť f : Cn → G je homomorfismus. Potom f(Cn) se nazývá uzavřený

sled. Je-li f hranový monomorfismus, pak se f(Cn) nazývá uzavřený tah, je-li f vrcholový

monomorfismus, pak se f(Cn) nazývá kružnice.

Př́ıklad. Známé úlohy pro děti spoč́ıvaj́ı v nalezeńı nakresleńı nějakého obrázku ”jedńım

tahem”, což grafově neznamená nic jiného, než, představ́ıme-li si daný obrázek jako graf,

jehož vrcholy jsou všechny body, ve kterých se stýká v́ıce čar a hrany pak jednotlivé

čáry, otázku, zda v grafu existuje uzavřený tah, procházej́ıćı všemi hranami grafu. Touto

úlohou se zabýval a také ji vyřešil již Leonhard Euler a graf, ve kterém existuje takový

tah, se po něm nazývá eulerovský. Odpověď na tuto otázku je až překvapivě jednoduchá.

Věta. Souvislý graf je eulerovský právě když obsahuje pouze vrcholy sudých stupň̊u.

Důkaz.

Je zaj́ımavé, a netýká se to jenom tohoto př́ıkladu, že zat́ımco úloha týkaj́ıćı se hran

je dobře řešitelná, pak pro analogicky formulovanou úlohu týkaj́ıćı se vrchol̊u neńı jej́ı

efektivńı řešeńı známo a neńı ani známo, zda takové řešeńı může existovat.

V našem př́ıpadě by se jednalo o úlohu nalézt kružnici procházej́ıćı vrcholy daného

grafu. Tento problém je také znám jako problém obchodńıho cestuj́ıćıho, kdy vrcholy

grafu představuj́ı města, která má obchodńı cestuj́ıćı navšt́ıvit a dva vrcholy jsou spojeny

hranou právě když mezi nimi existuje např. př́ımé letecké spojeńı. Úloha pak zńı jak

naplánovat návštěvu těchto měst tak, aby vyšla co nejlevněji, v ideálńım př́ıpadě tak, aby

cestuj́ıćı navšt́ıvil každé město právě jednou.

Jako prvńı si podobnou otázku položil W. R. Hamilton, po kterém se grafy, ve kterých

existuje kružnice procházej́ıćı všechny vrcholy grafy hamiltonovské a danou kružnici hamiltonoskou

kružnićı. Zat́ımco předchoźı věta nám dává jednoduchou nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku

pro to, aby graf byl eulerovský a d̊ukaz věty pak udává i efektivńı algoritmus pro nalezeńı
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eulerovského tahu, pak pro hamiltonovské grafy žádná taková nutná a postačuj́ıćı podmı́nka

známa neńı a tud́ıž i alegoritmy pro hlednáńı hamiltonovské kružnice muśı v́ıce máně

pracovat hrubou silou a jsou tud́ıž značně neefektivńı. Otázka, zda existuje efektivńı

algoritmus pro hledáńı hamiltonovské kružnice je v poněkud obecněǰśı formulaci jedńım

z nejvýznamněǰśıch otevřených problémů současné matematiky.

Protipólem graf̊u obsahuj́ıćıch hamiltonovskou kružnici jsou grafy, která neobsahuj́ı

v̊ubec žádnou kružnici. Tyto grafy maj́ı v teorii graf̊u velký význam a tedy i vlastńı

terminologii.

Definice. Souvislý graf, který neobsahuje žádnou kružnici, se nazývá strom. Graf, jehož

komponenty jsou stromy, se nazývá les.

Stromy lze definovat také jinými ekvivalentńımi vlastnostmi. Jedna z nich nám ř́ıká,

že stromy jsou minimálńımi souvislými grafy ve smyslu existence vlastńıho souvislého

faktoru. Proč tomu tak je nám ukáže pomocná věta, kterou uvedeme před vlastńı

charakterizaćı.

Lemma. Nechť G je souvislý graf, C ⊂ G je kružnice v G, nechť e ∈ E(C). Potom graf

G′ = G \ e je souvislý.

Důkaz. Nechť e = {a, b} a nechť u, v jsou libovolné dva vrcholy grafu G. Protože G

je souvislý, existuje v G sled z u do v. Jestliže e neńı v tomto sledu obsažena, pak je

tento sled sledem mezi u a v i v G′ a jsme hotovi, pokud e je hranou tohoto sledu, pak

zkonstuujeme nový sled tak, že na části z u do a budeme postupovat po p̊uvodńım sledu,

poté projdeme z a do b po druhé části p̊uvodńı kružnice a pak se zase vrát́ıme na p̊uvodńı

sled. T́ım evidentně dostaneme sled z u do v v G′.

Věta. Nechť G = (V (G), E(G), n = |V (G)|, m = |E(G)|. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou

ekvivalentńı.

1. G je strom.

2. ∀u, v ∈ V (G) existuje právě jedna cesta z u do v v G.

3. G je souvislý a m = n− 1.

4. G jeminimálńı souvislý graf na množině vrchol̊u V (G). Jinými slovy G je souvislý

a neobsahuje žádný souvislý vlastńı faktor.

Důkaz. Větu dokážeme pomoćı několika implikaćı.

• 1 ⇒ 2

Protože G je strom, je souvislý a tud́ıž mezi libovolnými dvěma vrcholy existuje

cesta. Dvě cesty by však nutně vytvořily kružnici v G.
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• 2 ⇒ 1

Pokud G obsahuje kružnici, potom mezi vrcholy této kružnice existuj́ı minimálně

dvě cesty.

• 1 ⇒ 3

Indukćı podle počtu vrchol̊u. Pro n = 1 je tvrzeńı zřejmé. Nechť tvrzeńı plat́ı

pro stromy o n vrcholech. Uvažujme na stromu G o n + 1 vrcholech nejdeľśı cestu,

nechť u je jej́ı koncový vrchol. Graf G′ = 〈V (G) \ u〉 je podle jedné z předchoźıch

vět souvislý, evidentně neobsahuje kružnici a je tedy stromem a podle indukčńıho

předpokladu obsahuje n1 hran. Kdybychom nyńı vrchol u spojili se dvěma vrcholy

x, y grafu G, vytvořili bychom mezi x a y druhou cestu v G a tud́ıž by G nebyl

stromem. Proto u je koncový vrchol grafu G, což dokazuje druhý indukčńı krok.

• 3 ⇒ 4

Vyplývá okamžitě z faktu, že souvislý graf muśı obsahovat minimálně n− 1 hran.

• 4 ⇒ 1

Souvislost je předpokladem v obou bodech a kdyby G obsahoval kružnici, pak by

podle lemmatu před větou nebyl minimálńım souvislým grafem.

Představme si nyńı následuj́ıćı problém. Máme silničńı śı̌t, která je zaváta sněhem.

Je třeba ji co nejrychleji zprovoznit tak, aby každá obec oblasti byla dosažitelná. Představ́ıme-

li si tuto śı̌t jako graf, ve kterém vrcholy budou obce a dvě obce budou spojeny hranou,

pokud mezi nimi bude existovat silnice neprocházej́ıćı jinou obćı, pak se problém převád́ı

na problém naj́ıt v daném grafu jeho faktor obsahuj́ıćı co nejméně hran, ale je přitom

souvislý a je tedy stromem.

Definice. Faktor grafu, ketrý je stromem, se nazývá kostra.

Věta. Každý souvislý graf obsahuje aspoň jednu kostru.

Důkaz bude spoč́ıvat v udáńı algoritmu, jak danou kostru naj́ıt.

Vyjdeme z podgrafu grafu G obsahuj́ıćım právě jednu hranu a budeme postupně

přidávat hrany tak, že vždy spoj́ıme vrchol již obsazený hranou s vrcholem, který zat́ım

hranou obsazen neńı. Je-li takových možnost́ı v́ıce, můžeme zvolit libovolnou takovou

hranu. Evidentně t́ımto postupem nemůžeme vytvořit kružnici a po n−1 kroćıch dostaneme

graf s n vrcholy a n− 1 hranami, který neobsahuje kružnici a je tedy stromem.

Samozřejmě se nyńı můžeme ptát, kolik má úloha naj́ıt kostru grafu řešeńı, či jak tuto

úlohu vyřešit optimálńım zp̊usobem. Tyto problémy budou mimo jiné obsahem daľśıch

kapitol. V nich se také dozv́ıme význam definic, které uvád́ıme na závěr tohoto odstavce.
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Definice. Nechť |V (G)| = n, |E(G)| = m, nechť graf G má k komponent. Č́ıslo

h(G) = n − kse nazývá hodnost grafu, č́ıslo c(G) = m − n + k = m − h(G) se nazývá

cyklomatické č́ıslo grafu.

3.3 Orientované grafy

V tomto odstavci budeme pod pojmem graf rozumět orientovaný graf, nebude-li řečeno

jinak. Opět pro některé grafy zavedeme speciálńı terminologii.

Definice.

• Úplným orientovaným grafem
→
Kn je graf pro který E = V × V .

• orientovaná cesta
→
Pn je graf pro který V (P ) = 〈0, n〉, E(P ) = [i, i+1], i = 0, 1, . . . n−

1.

• cyklus
→
Cn je orientovaný graf pro který V (C) = 〈1, n〉, E(C) = [i, i + 1] ∪ [n, 1].

Mezi neorientovanými a orientovanými grafy existuje samozřejmě vazba. Jestliže v

orintovaném grafu
→
G ”zruš́ıme” orientaci jeho hran, pak výsledný neorientovaný graf

nazýváme symetrizace grafu
→
G. Naopak máme-li dán neorientovaný graf G, pak z něj

můžeme utvořit dvěma přirozenými zp̊usoby graf oreintovaný. Jednou možnost́ı je přǐradit

každé hraně libovolnou orientaci. Pak hovoř́ıme o orientaci grafu G, která tedy jak je vidět

neńı dána jednoznačně. Nebo můžeme každou neorientovanou hranu {u, v} nahradit dvo-

jićı orientovaných hran [u, v] a [v, u]. Pak hovoř́ıme o symetrické orientaci grafu G.

Jak je vidět, množina hran orientovaného grafu
→
G je podmnožinou kartézského součinu

V ×V a je tedy relaćı na množině V . Proto se také často hovoř́ı o orientovaných grafech

jako o relaćıch. Grafy bez smyček pak tak např́ıklad reprezentuj́ı antireflexivńı relaci,

orientované grafy můžeme v tomto smyslu reprezentovat jako antireflexivńı symetrické

relace apod.

Cvičeńı. Jak vypadá graf ekvivalence?

Na orientované grafy lze přenést většinu vlastnost́ı zavedených pro neorientované grafy

tak, že se definuj́ı jako vlastnost jejich symetrizace. T́ımto zp̊usobem se definuje např́ıklad

souvislost grafu. Často je však vhodné definovat pojmy specificky pro orientované grafy.

Nelze např́ıklad mechanicky převést definici stupně vrcholu, neboť bychom se dostali do

problémů s paralelńımi opačně orientovanými hranami.

Definice. Nechť V ∈ V (
→
G). Č́ıslo

d+
G(v) = |{u ∈ V (

→
G); [u, v] ∈ E(

→
G)}| se nazývá vstupńı stupeň vrcholu v

d−G(v) = |{u ∈ V (
→
G); [v, u] ∈ E(

→
G)}| se nazývá výstupńı stupeň vrcholu v.
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Věta pro vstupńı a výstupńı stupně vrchol̊u, jej́ıž d̊ukaz ponecháváme jako cvičeńı,

se potom dá vyslovit následovně.

Věta. ∑
d−G(v) =

∑
d+

G(v) = |E(
→
G)|.

V podstatě analogicky jako pro neorientované grafy se zavád́ı termı́ny sled, tah či

cesta.

Definice. Nechť
→
G je orientovaný graf,

→
Pn orientovaná cesta,

→
Cn cyklus a nechť f je

zobrazeńı z
→
Pn či

→
Cn do

→
G. Potom se f nazývá

• orientovaný sled jestliže f je homomorfismus
→
Pn do

→
G.

• orientovaný tah jestliže f je nav́ıc hranový monomorfismus,

• orientovaná cesta v grafu
→
G jestliže f je nav́ıc vrcholový monomorfismus.

• uzavřený orientovaný sled jestliže f je homomorfismus
→
Cn do

→
G,

• uzavřený orientovaný tah jestliže f je nav́ıc hranový monomorfismus,

• cyklus v grafu
→
G jestliže f je nav́ıc vrcholový monomorfismus.

Následuj́ıćı obrázek nám ukazuje, že jemněǰśı terminologii je vhodné zavést i pro sou-

vislost graf̊u. Na obrázku jsou totiž dva grafy, oba souvislé a přesto je mezi jejich sou-

vislost́ı jistý rozd́ıl. Zat́ımco v prvńım grafu existuje orientovaná cesta mezi libovolnými

dvěma vrcholy, pak ve druhém žádná orintovaná cesta mezi vrcholy u a v neexistuje a

prvńı graf je tak v jistém smyslu ”souvisleǰśı než druhý graf. Mimo jiné proto se zavád́ı

následuj́ıćı silněǰśı termı́n.

Definice. Řekneme, že graf
→
G je silněsouvislý, jestliže pro každé x, y ∈ V (

→
G) existuje

v
→
G orientovaný sled z x do y. Maximálńı silně souvislý podgraf grafu

→
G se nazývá

kvazikomponenta grafu
→
G.

Je zřejmé, že každý silně souvislý graf je také souvislý, opačné tvrzeńı však neplat́ı.

Proto se někdy mı́sto termı́nu souvislý použ́ıvá termı́n slabě souvislý graf. Rovněž tak se

snadno ukáže, že slovo sled je možné v definici silně souvislého grafu nahradit slovem

cesta, stač́ı analogicky jako v neorientovaném př́ıpadě uvažovat sled nejkratš́ı možné

délky. Následuj́ıtvrzeńı však již tak evidentńı neńı.

Věta. Souvislý graf je silně souvislý právě když každá jeho hrana je obsažena v nějakém

cyklu.
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Důkaz. Je-li graf
→
G silně souvislý a [u, v] ∈ E(

→
G), potom nejkratš́ı cesta z v do u vytvoř́ı

spolu s hranou [u, v] cyklus, ve kterém tato hrana lež́ı. Nechť naopak v souvislém grafu
→
G

lež́ı každá hrana v cyklu. V symetrizaci tohoto grafu existuje cesta z u do v pro libovolné

dva vrcholy grafu
→
G, nechť tuto cestu tvoř́ı vrcholy u = v0, v1, . . . vk = v. Nyńı sestroj́ıme

orientovaný sled z u do v v
→
G následuj́ıćım postupem: Je-li [vi, vi+1], i = 0, 1, . . . k − 1 ∈

E(
→
G), pak tuto hranu použijeme, je-li [vi, vi+1] /∈ E(

→
G), pak nutně [vi+1, vi] ∈ E(

→
G)

a nav́ıc tato hrana lež́ı v nějakém cyklu. Pro konstruovaný sled pak použijeme zbytek

tohoto cyklu.

Různé komponenty grafu jak známo nemohou obsahovat společné vrcholy a ani nemo-

hou být spojeny hranou. Toto druhé tvrzeńı pro kvazikomponenty neplat́ı, jak je vidět

třeba z př́ıkladu na obr. ?? Pro vrcholy však tvrzeńı v platnosti z̊ustává a je d̊usledkem

tvrzeńı následuj́ıćıho, jehož d̊ukaz ponecháváme jako cvičeńı.

Věta. Relace oboustranné dosažitelnosti definovaná na vrcholech V (
→
G) orientovaného

grafu
→
G vztahem uρv právě když z u do v i z v do u existuje orientovaný sled v

→
G je

ekvivalenćı a tř́ıdy ekvivalence jsou množiny vrchol̊ujednotlivých kvazikomponent.

Orientovaný graf je jak bylo řečeno silně souvislý právě když každá hrana lež́ı v

nějakém cyklu. Proti těmto graf̊um je pak logické postavit grafy, ve kterých nelež́ı v

cyklu žádná hrana.

Definice. Řekneme, že
→
G je acyklický graf, jestliže neobsahuje žádný cyklus jako sv̊uj

podgraf.

Podobně jako v neorientovaném př́ıpadě pro stromy lze i zde vyslovit několik ekviva-

lentńıch tvrzeńı, před jejichž vysloveńım si nejprve uvedeme dvě definice. Je však nutno

podotknout, že těmito ekvivalencemi podobnost se stromy konč́ı, struktura acyklických

graf̊u je od struktury stromů zcela odlǐsná.

Definice. Řekneme, že vrchol v ∈ V (
→
G) je

vstupńı vrchol jestliže d−→
G
(v) = 0

výstupńı vrchol jestliže d+
→
G
(v) = 0.

Věta. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı

1.
→
G je acyklický graf

2. Každý neprázdný podgraf grafu
→
G obsahuje vstupńı vrchol

3. Každý neprázdný podgraf grafu
→
G obsahuje výstupńı vrchol

4. existuje takové oč́ıslováńı vrchol̊u grafu
→
G č́ısly 1, 2 . . . n tak, že [i, j] ∈ E(

→
G) ⇒

i < j
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5. Každý orientovaný sled v
→
G je cestou

6.
→
G neobsahuje smyčky a má jen jednovrcholové kvazikomponenty.

Důkaz. Jak je ve větách tohoto typu obvyklé, dokážeme sérii implikaćı.

• 1 ⇒ 2

Uvažujme libovolný vrchol v1 acyklického grafu
→
G. Pokud je tento vrchol vstupńım

vrcholem, jsme hotovi. Pokud ne, pak existuje vrchol v2 takový, že [v1, v2] ∈ E(
→
G).

Uvažujme nyńı graf 〈V (
→
G) \ v1〉. Je-li v2 vstupńı vrchol v tomto grafu, je vs-

tupńım vrcholem i v grafu
→
G. Jestliže ne, pak opakováńım tohoto postupu nutně

po konečném počtu krok̊u dojdeme ve vstupńımu vrcholu grafu
→
G.

• 2 ⇒ 3

Jestliže v
→
G změńıme orientaci všech hran, pak vstupńı vrchol tohoto grafu je

výstupńım vrcholem grafu
→
G.

• 3 ⇒ 4

Č́ıslo 1 přǐrad́ıme výstupńımu vrcholu grafu
→
G. Uvažujme graf

→
G1= 〈V (

→
G) \ v1〉.

Tento graf rovněž obsahuje výstupńı vrchol, který oč́ıslujeme jako 2 a tento postup

opakujeme.

• 4 ⇒ 1

Pokud by v
→
G existoval cyklus, pak takové oč́ıslováńı nemůže existovat.

• 1 ⇒ 5

Uvažuje sled, který neńı cestou. Buďto obsahuje smyčky a
→
G neńı acyklický nebo

muśı obsahovat totožné vrcholy vi = vj, i < j takové, že mezi vrcholy vi a vj již

žádné vrcholy neopakuj́ı. Podsled vi, vi+1, . . . vj nutně tvoř́ı cyklus v
→
G.

• 5 ⇒ 1

Pokud v
→
G existuje cyklus, pak jeho několikanásobným oběhnut́ım dostaneme sled,

který neńı cestou.

• 1 ⇒ 6

V obou tvrzeńıch je vysloven předpoklad, že
→
G neobsahuje smyčky. Pokud by

→
G

obsahoval v́ıcevrcholovou kvazikomponentu, pak každá hrana této kvazikomponenty

lež́ıv cyklu složeném z vrcholukrm kvazikomponenty a
→
G nemůže být acyklický.

• 6 ⇒ 1

Pokud v
→
G existuje cyklus na v́ıce než jednom vrcholu, pak kvazikomponenta ob-

sahuj́ıćı vrchol tohoto cyklu muśı obsahovat všechny jeho vrcholy.
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Pod́ıvejme se nyńı na vlastnosti oreintovaných graf̊u jako na vlastnosti relaćı. Každý

orientovaný graf
→
G určuje relaci na V (

→
G) vztahem xρy ⇔ [x, y] ∈ E(

→
G). Je zřejmé, že

relace určená t́ımto grafem je reflexivńı pokud jej́ı graf obsahuje všechny smyčky, symet-

rická, pokud obsahuje pouze smyčky a paralelńı opačně orientované hrany a antisymet-

rická pokud žádné paralelńı hrany neobsahuje. V př́ıpadě, že ρ je tranzitivńı, pak pro

jej́ı graf muśı platit, že kdykoli v
→
G existuje sled mezi u a v, pak nutně [u, v] ∈ E(

→
G).

Toto tvrzeńı by se dokázalo stejně jako analogické tvrzeńı pro relace.

Podobně jako u relaćı je tedy i u orientovaných graf̊u definovat jejich reflexivńı

a reflexivně tranzitivńı uzávěr grafu
→
G tak, že reflexivńı uzávěr grafu daného relaćı

ρ je graf
→
G

+
daný tranzitivńım uzávěrem relace ρ, reflexivně tranzitivńı uzávěr tohoto

grafu je pak graf
→
G

?
daný reflexivně tranzitivńım uzávěrem relace ρ. Pomoćı těchto

pojmů můžeme vyslovit daľśı tvrzeńı ekvivalentně definuj́ıćı acyklický graf. V d̊ukazu

pak použijeme zřejmého tvrzeńı , že relace daná acyklickým grafem je antisymetrická.

Věta.

Orientovaný graf
→
G je acyklický právě když graf

→
G

+
neobsahuje žádnou smyčku.

Orientovaný graf bez smyček
→
G je acyklický právě když graf

→
G

?
je grafem uspořádáńı na

V (
→
G).

Pokud by vrchol v grafu
→
G

+
obsahoval smyčku, znamenalo by to, že v

→
G existuje sled

z v do v a tedy sled, který neńı cestou. Pokud naopak
→
G obsahuje cyklus, pak v jeho

tranzitivńım uzávěru budou všechny vrcholy daného cyklu obsahovaly smyčku.

Reflexivně tranzitivńı uzávěr libovolného grafu je pochopitelně reflexivńı a tranzi-

tivńı. Pokud [u, v] ∈ E(
→
G

?
)&[v, u] ∈ E(

→
G

?
), pak v

→
G existuje sled jak z u do v tak

z v do u. Spojeńım těchto sled̊u pak źıskáme v
→
G sled, který neńı cestou. Naopak

pokud v
→
G existuje cyklus délky alespoň 2, potom pro vrcholy u, v z tohoto cyklu plat́ı

[u, v] ∈ E(
→
G

?
)&[v, u] ∈ E(

→
G

?
).

Popis kvazikomponent je podle předchoźıch tvrzeńı velmi jednoduchý v př́ıpadě acyk-

lických a silně souvislých graf̊u. Jejich popis je však možno provést u libovolných graf̊u

následuj́ıćım postupem.

Definice. Nechť
→
G je orientovaný graf,

→
G1, . . .

→
Gk jeho kvazikomponenty. Graf

→
GC=

(V (
→
GC), E(

→
GC)), kde

V (
→
GC) = {

→
G1,

→
G2, . . .

→
Gk}

E(
→
GC) = {(

→
Gi,

→
Gj), i 6= j a existuje x ∈ V (

→
Gi), y ∈ V (

→
Gj) tak, že [x, y] ∈ E(

→
G)}

nazveme kondenzaćı (redukovaným grafem) grafu
→
G.

Kondenzace grafu se tedy zkonstruuje tak, že se kovazikomponenty nahrad́ı vrcholy a

dvě kvazikomponenty jsou spojeny hranou jestliže mezi nimi vedla alespoň jedna hrana

i v p̊uvodńım grafu. Lze si ji tedy jednoduše představit jako ”stažeńı ” jednotlivých
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kvazikomponent do jedjiného vrcholu. Pojem kondenzace grafu pak umožňuje vyslovit

daľśı tvrzeńı, jejichž d̊ukaz již ponecháváme jako cvičeńı.

Věta. Buď
→
G orientovaný graf. Potom

1.
→
GC je acyklický graf.

2.
→
G je silně souvislý právě když

→
GC je graf o jediném vrcholu.

3.
→
G je acyklický právě když

→
G=

→
GC .

4 Grafy a matice

V této kapitole si poṕı̌seme vztahy mezi grafy a maticemi a předevš́ım r̊uzné možnosti,

jak popsat graf maticovým zp̊usobem a jaké vlastnosti grafu z tohoto popisu lze vyč́ıst.

4.1 Incidenčńı matice

Definice. Nechť G je neorientovaný graf, |V (G)| = n, |E(G)| = m. Matice M(G) typu

n×m definovaná předpisem

µi,j =

{
1 jestliže vi ∈ ej

0 jinak

se nazývá (uzlo–hranová) incidenčńı matice grafu G.

Definice. Nechť Gor je neorientovaný graf, |V (Gor)| = n, |E(Gor)| = m. Matice

M(Gor) typu n×m definovaná předpisem

µi,j =


1 jestliže vije počátečńım vrcholemej

−1 jestliže vije koncovým vrcholemej

0 jinak

se nazývá (uzlo–hranová) incidenčńı matice grafu Gor.

Incidenčńı matice grafu tedy v každém sloupci popisuje jednu hranu grafu a v každém

sloupci tak má právě dva nenulové prvky. Právě tento fakt j́ı dává specifické vlastnosti,

ze kterých lze vyč́ıst i vlastnosti j́ı náležej́ıćıho grafu. Probereme je zvlášť pro orientované

a neorientované grafy.

4.1.1 Incidenčńı matice orientovaného grafu

Zde má incidenčńı matice v každém sloupci právě jednu jednotku a právě jedno č́ıslo -1.

Z toho okamžitě vyplývá
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Tvrzeńı. Množina l řádk̊u matice M(
→
G) kde l ≤ n je lineárně závislá právě když

existuje jej́ı neprázdná podmnožina maj́ıćınulový součet.

Důkaz. Jestliže taková podmnožina existuje, je lineárńı závislost zřejmá. Nechť tedy

naopak množina l řádk̊u je lineárně závislá. Z definice lineárńı závislosti vyplývá,

že existuj́ı č́ısla α1, α2, . . . αl, alespoň jedno r̊uzné od nuly taková, že
l∑

i=1
αiai = 0. V

tomto součtu nyńı vybereme ty řádky, pro které je αi nenulové. Bez újmy na obecnosti

můžeme předpokládat, že je to prvńıch k řádk̊u, neboť přehozeńı řádk̊u v matici zna-

mená pouze přeč́ıslováńı vrchol̊u grafu. Potom však má-li být součet
k∑

i=1
αiai skutečně

roven nule, muśı každý sloupec v těchto k řádćıch obsahovat buď samé nuly nebo alespoň

dvě nenulová č́ısla. V př́ıpadě incidenčńı matice to znamená, že v každém sloupci jsou

buďto samé nuly nebo obě nenulová č́ısla 1 a -1. Nulový součet všech těchto řádk̊u je

pak evidentńı.

Zamysĺıme-li se nad touto vlastnost́ı prvńıch k řádk̊u matice M(
→
G), muśıme doj́ıt

k závěru, že z vrchol̊u odpov́ıdaj́ıćıch těmto řádk̊um nemůže již vycházet ani do nich

vcházet žádná hrana a tvoř́ıtedy (slabou!) komponentu grafu
→
G př́ıpadně sjednoceńı

komponent. Naopak také součet řádk̊u matice odpov́ıdaj́ıćıch komponentě grafu
→
G je

nulový. Po tomto zjǐstěńı je již jednoduchý d̊ukaz následuj́ıćıho tvrzeńı i jeho d̊usledku,

který ukazuje na oprávněnost definice hodnosti grafu a jehož d̊ukaz již ponecháme čtenáři

jako cvičeńı.

Věta. Je-li
→
G souvislý graf, pak r(M(

→
G)) = n− 1.

Důkaz. Protože součet všech řádk̊u matice M(
→
G) roven nule, je jej́ı hodnost menš́ı

než n pro jakýkoli graf. Nechť plat́ı r(M(
→
G)) ≤ n− 2. Potom v matici existuje lineárně

závislá množina řádk̊u neobsahuj́ıćı všechny řádky matice. Podle předchoźıch úvah však

vrcholy odpov́ıdaj́ıćı těmto řádk̊um tvoř́ı komponentu grafu nebo sjednoceńı komponent.

V každém př́ıpadě tak v grafu
→
G existuje komponenta neobsahuj́ıćı všechny vrcholy grafu

a tud́ıž graf
→
G nemůže být souvislý.

Důsledek. Je-li
→
G graf s k komponentami, pak r(M(

→
G)) = n− k, neboli hodnost grafu

je rovna hodnosti jeho incidenčńı matice.

Protože v́ıme, že součet řádk̊u incidenčńı matice je nulový, neztráćıme žádnou infor-

maci, jestliže jeden jej́ı̌rádek vynecháme.

Definice. Matice MR(
→
G) vzniklá z matice M(

→
G) vynecháńım posledńıho řádku v sou-

vislém grafu
→
G se nazývá redukovaná incidenčńı matice grafu

→
G.

Slovo posledńı by se dalo nahradit slovem libovolný, neboť v p̊uvodńım grafu to zna-

mená pouze přeč́ıslováńı vrchol̊u. Předpoklad souvislosti je však ve vyslovené definici
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d̊uležité, neboť jinak by nebylo možné vyslovit následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta. Nechť
→
G je souvislý graf bez smyček. Čtvercová podmatice M ′ matice MR(

→
G) řádu

n−1 je regulárńı právě když množina hran odpov́ıdaj́ıćı jej́ım sloupc̊um je množinou hran

kostry grafu
→
G.

Důkaz. Vynecháńım sloupc̊u v matici MR(
→
G) dostaneme matici odpov́ıdaj́ıćı nějakému

faktoru grafu
→
G. Má-li to být čtercová regulárńı matice, pak tento faktor muśı být

souvislým faktorem o n− 1 hranách, neboli muśı to být strom a tud́ıž kostra grafu.

O čtvercových podmatićıch redukované incidenčńı matice lze však ř́ıci v́ıce.

Věta. Nechť
→
G je orientovaný graf bez smyček a nechť A je libovolná čtvercoá podmatice

matice M(
→
G). Pak |A| ∈ {−1, 0, 1}.

Poznámka. Matice s touto vlastnost́ı se nazávaj́ı totálně unimodulárńı .

Důkaz. Indukćı podle řádu r dané podmatice. Pokud r = 1 je tvrzeńı zřejmé. Nechť

tvrzeńı plat́ı pro n = k a uvžujme čtvercovou podmatici řádu k + 1, označme ji Ak+1.

Pokud tato matice obsahuje nulový sloupec, je jej́ı determimant zřejmě roven nule. Pokud

všechny jej́ı sloupce obsahuj́ı jak 1 tak -1, je součet jej́ıch řádk̊uroven nule a je tedy také

singulárńı. Zbývá možnost, že Ak+1 obsahuje sloupec s právě jedńım nenulovým č́ıslem.

Rozvojem podle tohoto sloupce pak dostaneme |Ak+1| = (−1)i+jaij|Ak|, kde aij je jediné

nenulové č́ıslo sloupce, podle kterého rozvoj děláme, a je tedy rovno 1 nebo -1 a Ak je

čtvercová podmatice řádu k a podle indukčńıho předpokladu je |Ak| ∈ {−1, 0, 1}. Nyńı

již evidentně do této množiny patř́ı i determinant matice Ak+1.

Spojeńım tohoto výsledku a věty známé z lineárńı algebry dostaneme význam re-

dukované incidenčńı matice, či lépe matice, která z této matice vznikne jednoduchou

operaćı. Protože následuj́ıćı tvrzeńı patř́ı svým charakterem do lineárńı algebry, neb-

udeme uvádět jeho d̊ukaz, muśıme však zavést následuj́ıćı značeńı: Nechť A je matice

typu p× q, kde p ≤ q, nechť I ⊂ {1, 2, . . . q}, |I| = p. Matici tvořenou sloupci z indexové

množiny I znač́ıme AI .

Věta. Cauchy – Binet

Nechť A je matice typu p× q, p ≤ q. Potom

|AAT | = ∑
I
|AI |2

Pod́ıvejme se, co toto tvrzeńı znamená pro redukovanou incidenčńı matici. Druhé

mocnina determinantu je vždy rovna nule nebo jedné, neboli úkol zjistit velikost determi-

nantu redukuje na problém určeńı počtu regulárńıch podmatic řádu n − 1. Vzhledem k

tomu, že tato matice je regulárńı právě když sloupce této podmatice odpov́ıdaj́ı kostře

grafu, je následuj́ıćı tvrzeńı již zřejmé.
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Věta. Nechť
→
G je souvislý graf bez smyček, M = MR(

→
G). Pak počet r̊uzných koster

grafu
→
G je roven |MMT |.

Je dobré podotknout, že se jedná o počet r̊uzných koster, nikoli neizomorfńıch. Důležité

však také je, že matici MMT můžeme zkonstuovat snadno rovnou z grafu, jak ukazuje

následuj́ıćı vztah.

Otázka nyńı zńı, zda by nebylo možné zkonstruovat matici MMT rychleǰśım zp̊usobem,

než přes incidenčńı matici. Odpovědď je kladná a je užitečná předevš́ım pro neoriento-

van’e grafy. Prvek na diagonále bude vlastně podle předpisu pro násobeńı matic roven

skalárńımu součinu odpov́ıdaj́ıćıho řádku matice M(
→
G) se sebou samým. Ovšem tam na-

jdeme nulu v př́ıpadě, že do vrcholu odpov́ıdaj́ıho danému sloupci nevede hrana a jednička

nebo -1 pokud taková hrana existuje. Ve skalárńım součinu pak dostanu vlastně počet

hran z vrcholu vycházej́ıćıch, neboli jeho stupeň.

Mimo diagonálu pak se jedná o skalárńı součin odpov́ıdaj́ıćıch řádk̊u. Tam se mohou

potkat dvě nenulová č́ısla pouze pokud jsou tyto vrcholy spojeny hranou. Ve sloupci dané

hrany se v tomto př́ıpadě setkaj́ı jednička a -1. Pokud graf neosahuje paralelńı hrany

jako v předpokladu následuj́ıćı věty, pak můě tato situace nastat nejvýše jednou. Tyto

úvahy vlastně již zmı́něnou větu dokazuj́ı.

Věta. Nechť G je souvislý neorientovaný graf,
→
G jeho libovolná orientace, A = M(

→
G

)(M(
→
G))T , AR = MR(

→
G)(MR(

→
G))T . Potom pro všechny prvky αi,j matice A plat́ı

µi,j =


0 pro i 6= j {i, j} /∈ E(G)

−1 pro i 6= j {i, j} ∈ E(G)

dG(vi) pro i = j

Matice AR se pak sestroj́ı z matice A vynecháńım posledńıho řádku a sloupce.

Definice. Matice zkonstruovaná podle předchoźı věty se nazývá Laplaceova matice soused-

nosti grafu G.

Př́ıklad. Kolik existuje koster úplného grafu?

Je zřejmé, že je tentýž jako počet koster jeho libovolné orientace. Podle předchoźı věty

můžeme rovnou sestavit jeho Laplaceovu matici sousednosti. Ta bude mı́t na diagonále

n − 1 a všude jinde -1. Zbývá určit jej́ı determinant. Čtenář si může snadno ověřit, že

pokud v prvńım kroku přičteme k prvńımu řádku všechnyostatńı a poté ke všem ostatńım

řádk̊um přičteme takto vzniklý prvńı řádek, lehce zjist́ıme, že tento determinant je roven

nn−2, což je také hledaný počet úplného grafu.
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4.1.2 Incidenčńı matice neorientovaného grafu

Zde obashuje incidenčńı matice pouze hodnoty 0 a 1. Nav́ıc většinu vlastnost́ı grafu

vyčteme z vlastnost́ı libovolné jeho orientace, jak je zřejmé z předchoźıho paragrafu.

Důležité však je, že pokud obvyklé sč́ıtáńı a násobeńı nahrad́ıme sč́ıtáńım a násobeńım

modulo 2, pak tvrzeńı pro incidenčńı matici orientovaného grafu z̊ustanou v platnosti a

jejich d̊ukazy budou identické.

Definice. Označme M(G) lineárńı prostor nad tělesem Z2 generovaný řádky matice

M(G). Hodnost́ı modulo 2 matice M(G) značenou h2(M(G)) pak budemerozumět di-

menzi tohoto prostoru.

Jak jsme již uvedli, mnoho tvrzeńı vyslovených pro orientované grafy lze nyńı vyslovit

i dokázat zcela analogicky. Omeźıme se proto pouze na jejich stručný výčet.

Tvrzeńı. Pro každý neorientovaný graf G je h2(M(G)) ≤ n− 1.

Věta. Nechť G je souvislý neorientovaný graf, 1 ≤ r ≤ n − 1. Pak libovolné množina r

řádk̊u matice M(G) je lineárně nezávislá (nad tělesem Z2).

Důsledky.

• Je-li G souvislý, pak h2(M(G)) = n− 1

• Má-li G k komponent, pak h2(M(G)) = n− k

4.2 Matice kružnic

V tomto odstavci budeme vždy pod termı́nem graf uvažovat souvislý neorientovaný graf.

Nav́ıc narozd́ıl od předchoźıho paragrafu nebudou definované matice popisovat celý graf,

ale zaměř́ı se pouze na některé jeho vlastnosti. Zde se, jak je již z názvu odstavce patrné,

zaměř́ıme na popis kružnic v grafu. Nejprve však jedna pomocná definice.

Definice. Nechť G je souvislý neorientovaný graf, T jeho kostra. Potom hrany kostry T

nazveme větve a hrany mimo T tětivy..

Nyńı když budeme uvažovat graf, ve kterém zvoĺıme nějakou jeho kostru, pak pokud

k této kostře přidáme právě jednu tětivu, dostaneme faktor p̊uvodńıho grafu, který bude

evidentně obsahovat právě jednu kružnici. Zkusme tedy k této kostře přidávat postupně

všechny tětivy grafu.
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Nechť T je kostra grafu G, nechť h1, h2, . . . hc jsou všechny tětivy grafu G vzhledem k této

kostře. Označme Ci kružnici grafu T + hi, který vznikne z kostry T přidáńım této hrany.

Množina kružnic F = {C1, C2, . . . Cc} se nazývá fundamentálńı soustava kružnic grafu G

vzhledem ke kostře T .

Fundamentálńı soustava kružnic samozřejmě obecně nepopisuje všechny kružnice grafu

a záviśı na volbě kostry grafu. Některé vlastnosti, jako např́ıklad počet kružnic funda-

mentálńı soustavy na volbě kostry nezáviśı .

Definice. Nechť G je souvislý neorientovaný graf, C1, C2, . . . Cp všechny jeho kružnice.

Matice C(G) typu p×m definovaná předpisem

γi,j =

{
1 jestliže hj ∈ E(Ci)

0 jinak

se nazývá úplná matice kružnic grafu G. Podmatice CF (G) typu c × m jej́ıž řádky

odpov́ıdaj́ı kružnićım fundamentálńı soustavy F se nazývá fundamentálńı matice kružnic

grafu G.

Následuj́ıćı věta pak uvád́ı základńı vlastnosti právě zkonstruovaných matic kružnic

grafu.

Věta. Nechť G je souvislý graf, T jeho kostra a F př́ıslušná fundamentálńı soustava

kružnic. Potom

1. Při vhodném oč́ıslováńı hran grafu G je

CF (G) = [Ic|K]

2. h2(CF (G)) = c = m− n + 1

3. M(G).(C(G))T = O

4. h2(C(G)) = c

Důkaz.

1. stač́ı jako prvńı oč́ıslovat tětivy a teprve poté větve vzhledem k dané kostře.

2. plyne ihned z faktu, že matice obsahuje jednotkovou podmatici.

3. Označme A = M(G).(C(G))T . Potom ai,j =
m∑

k=1
µi,kγj,k. k-tý sč́ıtanec je přitom

roven 1 právě když k-tá hrana lež́ı v j-té kružnici a obsahuje i-tý vrchol. Ale jestliže

vrchol vi na kružnici nelež́ı , pak taková hrana neexistuje a pokud ano, pak jsou

takové hrany právě dvě. Součet modulo 2 je tedy vždy roven nule.
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4. Z předchoźıho bodu plyne, že každý řádek matice C(G) je řešeńım soustavy M(G)~x =

0, tedy prostor generovaný řádky matice C(G) je podprostorem prostoru všech

řešeńı této soustavy, jej́ı hodnost tedy nemůže bát větš́ı než dimenze tohoto pros-

toru, neboli h2(C(G)) ≤ m − h2(M(G)) = m − n + 1 = c. Protože však C(G)

obsahuje podmatici CF (G) hodnosti c, muśı v uvedeném vztahu nastat rovnost.

Důsledek. Každá kružnice grafu G je modulo 2 součtem nějakých kružnic libovolné

fundamentálńı soustavy.

Každá kružnice grafu G tedy lež́ı v prostoru nad tělesem Z2 generovaný řádky fun-

damentálńı matice kružnic. Pod́ıvejme se tedy na základńı vlastnosti tohoto prostoru,

který budeme značit C(G).

Tvrzeńı.

1. C(G) obsahuje všechny řádky C(G).

2. Dimenze C(G) je rovna m− n + 1.

3. C(G) ⊥M(G)

4. C(G) je ortigonálńı doplněk M(G).

5. C(G) obsahuje hranově disjunktńı sjednoceńı kružnic grafu G.

Na závěr uvažujme, že graf neńı souvislý. Pak lze matici, ať již fundamentálńı nebo

úplnou reprezentovat jako spojeńı odpov́ıdaj́ıćıch matic jednotlivých komplnent. Jej́ı

hodnost by tedy byla rovna m−n+k, kde k je počet komponent grafu. I v tomto př́ıpadě

by prostory generované řádky incidenčńı matice a řádky matice kružnic byly vzájemně

ortogonálńımi doplňky.

4.3 Matice řez̊u.

Jak ještě dále uvid́ıme, v teorii graf̊u hraj́ı d̊uležitou úlohu množiny hran, které graf

”rozděĺı ” na v́ıce část́ı. Takové množiny však muśıme přesněji definovat.

Definice. Nechť G je neorientovaný graf. Minimálńı množina hran R ⊂ E(G) taková,

že G \R má o jednu komponentu v́ıce než G se nazývá (hranový) řez grafu G.

Prvńım problémem je nyńı popis množiny řez̊u. Opět se soustřed́ıme pouze na souvislé

grafy, neboť v opačném př́ıpadě je možné pracovat s každou komponentou zvlášť. Nejprve

dvě pomocná tvrzeńı.

Věta. Nechť G je souvislý graf, R řez G. Pak existuje rozklad množiny V (G) na množiny

V1, V2 takový, že {x, y} ∈ R ⇔ x ∈ V1&y ∈ V2.
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Důkaz. G \R má dvě komponenty a V1 a V2 jsou množiny vrchol̊u těchto komponent.

Nechť G je souvislý neorientovaný graf. Pak pro každou kružnici C ⊂ G a každý řez

R ⊂ E(G) plat́ı |R ∩ E(C)| ≡ 0(mod 2), neboli každá kružnice a každý řez maj́ı sudý

počet společných hran.

Nechť K1 a K2 jsou komponenty grafu G\R. Začneme-li procházet vrcholy kružnice např

v K1 pak ke každému návratu do této komponenty potřebujeme dvě hrany řezu, jejich

celkový počet tedy bude sudý.

Prvńı tvrzeńı nám tedy ř́ıká, že každý řez definuje rozklad množiny vrchol̊u. Je

přirozené se ptát, zda také naopak každý rozklad množiny V (G) definuje řez tak, že ten

budou tvořit hrany spojuj́ıćı odpov́ıdaj́ıćıch množin rozkladu. Odpověď je záporná, neboť

výsledný graf může obsahovat větš́ı počet komponent nežli požadované dvě. Důležité tedy

bude, aby grafy indukované na množinách rozkladu byly souvislé. To máme zaručeno

v př́ıpadě, že vezmeme kostru grafu a za tř́ıdy komponent vezmeme množiny vrchol̊u

komponent vzniklých odstraněńım jedné hrany z kostry. Nejen z tohoto d̊uvodu se zavád́ı

následuj́ıćı definice.

Definice. Nechť G je souvislý graf, T jeho kostra a e1, e2, . . . en−1 hrany této kostry. Pro

každou ei ∈ E(T ) označme Ri = {{x, y} ∈ E(G); x, y jsou v r̊uzných komponentách grafu

T − ei}. Množina F = {R1, R2, . . . Rn−1} se nazývá fundamentálńı soustava řez̊u grafu

G.

Definice. Nechť G je souvislý graf, R1, R2, . . . Rr všechny jeho řezy, F fundamentálńı

soustava řez̊u. Matice R(G) typu r ×m definovaná

ρi,j =

{
1 jestliže ej ∈ Ri

0 jinak

se nazývá úplná matice (hranových) řez̊u grafu G. Podmatice RF (G) typu (n− 1)×m

matice R(G), jej́ıž řádky odpov́ıdaj́ı prvk̊um soustavy F se nazývá fundamentálńı matice

řez̊u grafu G.

Nyńı se opět pod́ıvejme na základńı vlastnosti obou typ̊u matic řez̊u.

Věta. Nechť G je souvislý neorientovaný graf, T jeho kostra a F př́ıslušná fundamentálńı

soustava řez̊u. Potom plat́ı

1. Při vhodném oč́ıslováńı hran grafu G je

RF (G) = [In−1|K]

kde In−1 je jednotková matice řádu n− 1.
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2. h2(RF (G)) = n− 1

3. R(G).(C(G))T = 0

4. h2(R(G)) = n− 1

Důkaz.

1. Stač́ıoč́ıslovat nejprve hrany kostry.

2. Plyne ihned z předchoźıho bodu (obsahuje jednotkovou podmatici).

3. Podle předchoźı věty má každá kružnice a každý řez sudý počet společných hran.

4. Z (ii) plyne h2(R(G)) ≥ n − 1, podle (iii) je R(G) ortogonálńı k C(G), jej́ı řádky

tedy lež́ı v ortogonálńım doplňku C(G) v Zm
2 . Ten má dimenzi m−(m−n+1) = n−1

a tedy h2(R(G)) ≤ n− 1. Celkově tedy nastává rovnost.

Z posledńıho tvrzeńı vyplývá, že lineárńı obal řádk̊u matice R(G) je ortogonálńım

doplňkem prostoru kružnic C(G) v Zm
2 . V předchoźı kapitole jsme však dokázali, že tentýž

ortogonálńı doplněk generuj́ı také řádky incidenčńı matice. Čili řádky matice R(G)

generuj́ı tentýž prostor jako řádky matice M(G). Proto má opodstatněńı následuj́ıćı

definice.

Definice. Prostor M(G) generovaný řádky incidenčńı matice grafu se nazývá prostor

řez̊u grafu G.

4.4 Matice sousednosti

Z předchoźıch tup̊u matice pouze incidenčńı matice popisovala zadaný graf jednoznačně,

měla zase tu nevýhodu, že obecně mohla dosahovat značné velikosti, což bylo dáno

množstv́ım nul v této matici obsažených. Otázka proto zńı, zda je možné graf popsat

jednoznačně a přitom stručněǰśım zp̊usobem. Jednu z možnost́ı dává následuj́ıćı definice.

Definice. Nechť
→
G je orientovaný graf. Čtvercová matice S(

→
G) řádu n definovaná

předpisem

σi,j =

 1 jestliže (ui, uj) ∈ E(
→
G)

0 jinak

se nazývá matice sousednosti grafu
→
G.

Pro neorientovaný graf definujeme matici sousednosti jako matici sousednosti jeho symet-

rické orientace.
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U neorientovaného grafu jsme sejiž setkali s jedńım typem matice sousednosti, s

Laplaceovou matićı sousednosti. Mezi ńı a takto definovanou matićı sousednosti je zřejmý

vztah.

Věta. Nechť G je neorientovaný graf. Potom

L(G) = diag[dG(v1), . . . dG(vn)]− S(G).

Podobně jako u předchoźıch matic se i zde budeme ptát, jaké vlastnosti lze vyč́ıst z

matice sousednosti. U této matice je vhodné pracovat s jej́ımi mocninami.

Věta. Nechť
→
G je orientovaný graf. Potom prvek σ

(k)
i,j matice (S(G))k je roven počtu

orientovaných sled̊u délky k z vrcholu vi do vrcholu vj v grafu
→
G.

Důkaz. Indukćı podle k.

Pro k = 1 je tvrzeńı zřejmé. Pro k = 2 dostáváme σ
(2)
i,j =

n∑
p=1

σi,pσp,j. Je evidentńı, že

v této sumě se sč́ıtaj́ı pouze nuly a jednotky a sč́ıtanec pro konkrétńı p je roven jedné

právě když z vrcholu vi vede orientovaný sled do vrcholu vj přes vrchol vp. Celkově tedy

skutečně dostaneme počet orientovaných sled̊udélky 2 z vi do vj.

Nechť nyńı věta plat́ı pro (S(G))k−1. Potom (S(G))k = (S(G))k−1.S(G) neboli σ
(k)
i,j =

n∑
p=1

σ
(k−1)
i,p σp,j. V každém sč́ıtanci této sumy pak σ

(k−1)
i,p představuje počet sled̊u délky k−1

z ui do up a σp,j je rovno jedné právě když existuje hrana z up do uj. Každý sč́ıtanec tedy

reprezentuje počet sled̊u délky k z ui do uj s předposledńım vrcholem up. Celkově pro

p = 1, 2, . . . n tak skutečně dostaneme počet sled̊u délky k z ui do uj.

Definice. Nechť
→
G je orientovaný graf, nechť u a v jsou dva jeho vrcholy. Délka ne-

jkratš́ıho orientovaného sledu z u do v v
→
G se nazývá vzdálenost vrchol̊u u, v v grafu

→
G

a znač́ı d→
G
(u, v)). Neexistuje-li mezi u a v sled v

→
G pak klademe d→

G
(u, v) = ∞.

Pro neorientovaný graf se vzdálenost definuje jako vzdálenost v jeho symetrické orientaci.

Vzdálenost vrchol̊u v souvislém neorientovaném grafu je jedńım z př́ıklad̊u obefcněǰśı

struktury. Metrickým prostorem nazýváme množinu M společně s funkćı f : M ×M →
〈0,∞), která splňuje následuj́ıćı vlastnosti:

1. f(a, b) = 0 ⇔ a = b

2. f(a, b) = f(b, a)

3. f(a, b) + f(b, c) ≥ f(a, c)

trojúhelńıková nerovnost

Funkce f se potom nazývá metrika. Snadno se ověř́ı, že v souvislém neorientovaném

grafu vzdálenost vrchol̊u splňuje požadavky na metriku. V orientovaném grafu to pravda

neńı, neboť tam obecně neplat́ı druhá vlastnost metriky.

39



Definice. Nechť
→
G je orientovaný graf. Čtvercová matice D(

→
G) řádu n definovaná

předpisem

δi,j = dG(ui, uj)

se nazývá distančńı matice grafu
→
G.

Pro neorientovaný graf G definujeme D(G) jako matici jeho symetrické orientace.

Následuj́ıćı tvrzeńı nám dává návod, jak distančńı matici konstruovat. Tato kon-

strukce neńı př́ılǐs vhodná, neboť je zbytečně časově náročná. Efektivněǰśı algoritmus si

uvedeme v př́ı̌st́ı kapitole, neboť jej lze sestavit pro obecněǰśı př́ıpad.

Věta. Prvek δi,j matice D(
→
G) pro i 6= j je roven nejmenš́ı mocnině k, pro kterou je prvek

σ
(k)
i,j matice (S(

→
G))k nenulový.

Důkaz je z předchoźıho zřejmý.

Nyńı si uvedeme daľśız řady ekvivalentńıch tvrzeńı pro acyklické grafy.

Věta. Graf
→
G je acyklický práě když existuje k ∈ N takové, že (S(

→
G))k = 0.

Důkaz. Jestliže
→
G obsahuje cyklus, pak zřejmě na tomto cyklu existuje sled libovolné

délky a žádná mocnina tak nemůže být nulová.Jestliže naopak
→
G je acyklický, pak je

každý sled cestou, nejdeľśı sled může mı́t délku maximálně n− 1 a proto (S(
→
G))n = 0.

Charakterizovat lze i matice sousednosti silně souvislých graf̊u.

Definice. Permutačńı matice je matice, která obsahuje v každém řádku i sloupci právě

jednu jedničku a jinak nuly.

Je zřejmé, že permutačńı matice muśı být čtvercová a že existuje bijekce mezi množinou

všech permutaćı n prvk̊u a všech permutačńıch matic řádu n, kdy n-tý prvek permu-

tace nám udává, na kterém mı́stě je jednotkový prvek v n-tém řádku matice. Význam

permutačńıch matic je ale také následuj́ıćı: Nechť A a P jsou čtvercové matice řádu n.

Potom součin PA vlastně znamená přehozeńı řádk̊u matice A podle dané permutace,

součin AP T potom obdobné přehozeńı sloupc̊u. Součin PAP T pak tedy představuje par-

alelńı přehozeńı řádk̊u i sloupc̊u.

To má velký význam pro matici sousednosti nějakého grafu, neboť potom matice

PAP T je matićı sousednosti téhož grafu jako matice A, pouze s jinak oč́ıslovanými vr-

choly. Představme si nyńı orientovaný graf, který neńı silně souvislý a tud́ıž jeho kon-

denzace neńı jednovrcholová. Připomeňme, že kondenzace je acyklický graf a oč́ıslujme

kvazikomponenty v kondenzaci podle známých pravidel pro č́ıslováńı vrchol̊u acyklického

grafu. V p̊uvodńım grafu pak nejprve libovolně oč́ıslujme vrcholy odpov́ıdaj́ıćı prvńı

kvazikomponentě. Z této kvazikomponenty mohou hrany vycházet pouze směrem ven

a proto v matici sousednosti nutně vznikne blok složený z nul. Tato úvaha vede k

40



následuj́ıćı definici a je také hlavńı myšlenkou d̊ukazu charakterizace silně souvislých

graf̊u, jej́ıž pečlivý d̊ukaz ponecháváme čtenáři.

Definice. Matice A se nazývá reducibilńı, jestliže existuje permutačńı matice P taková,

že

PAP T =

(
A1,1 A1,2

0 A2,2

)
kde A1,1 a A2,2 jsou čtvercové matice.

Matice se nazývá ireducibilńı, jestliže neńı reducibilńı.

Věta. Orientovaný graf je silně souvislý, právě když jeho matice sousednosti je ire-

ducibilńı.

Př́ıklad. Matice se nazývá blokově trojúhlelńıková, jestliže jej́ıdiagonála je pokryta

čtvercovými maticemi, pod kterými již jsou pouze nuly. Pouze zobecněńım předchoźı

charakterizace je úvaha, podle které lze vrcholy grafu oč́ıslovat tak, že tyto diagonálńı

čtvercové bloky budou odpov́ıdat právě kvazikomponentám daného grafu. I z tohoto

d̊uvodu se většinou považuje matice řádu 1 s nulou jako svým jediným prvkem za ire-

ducibilńı.

5 Ohodnocené grafy

eeeeeee
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