1 Relace

1.1 Zakladni pojmy

pojmum. Jak vyplyva z nasledujicich nékolika piikladu, intuitivné se tento pojem pouziva
i v bézném zivote.

Priklady.

e (¢islo) x je délitelem y (¢islo)

osoba) x je sousedem y (osoba)

(
(

e (osoba) x je ¢lenem y (spolek)
(primka) = je rovnobéznd s y (piimka)
(

auto) x mé y (barva)

Jak je vidét, vsechny tyto priklady maji spoleénou nasledujici strukturu: Je dana
mnozina X (auta) a mnozina Y (barvy) a vztah mezi nimi, ktery oznac¢ime p. Pak prvek
x € X bude v relaci s prvkem y € Y pravé kdyz vyrok, ktery muzeme symbolicky zapsat
xpy, bude pravdivy. Matematicky lze tuto vlastnost definovat nasledovneé.

Definice. Necht X,Y jsou mnoziny. Bindrni relace p z mnoziny X do mnoziny Y je
libovolna podmnozina kartézského soucinu X x Y.

Poznamky.

1. Bude-li zfejmé, o jaké mnoziny se jedna, budeme kratce hovotit o relaci p. Skuteénost,
ze x,y jsou v relaci, budeme znacit

(x,y) € p nebo xzpy v opaéném piipadé
(z,y) € p mebo xpy

2. Nikde ovSem neni zaruceno, ze kazdy prvek z X je v relaci s néjakym prvkem z Y

(a naopak).

Definice. Nechf p je relace z X do Y. Mnozina
L,={aeX|3b€Y;apb} se nazyva levy obor relace p
R, ={beY|3a €X;apb} se nazyva pravy obor relace p
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Priklad.

X =1{2,3,5} Y ={1,4,7,10}
xpy < x je délitelem y.
Pak L, = {2,5}, R, = {4, 10}.

Protoze relace je mnozinou, 1ze na ni prirozenym zpusobem definovat bézné mnozinové
operace, jako je prunik relaci, sjednoceni relaci. Obdobné lze zavést i termin podrelace,
pro ktery se vSak pouziva i jiného nazvoslovi.

Definice. Nechf p;, po jsou relace z X do Y. Jestlize p; C po, ifkdme, ze relace p;
implikuje relaci ps.

Definice. Je-li specialné X =Y, pak tikdme, ze p C X X X je relace na mnoziné X.
Nésledujici operace mezi relacemi vsak svou obdobu mezi mnozinami obecné nema.

Definice. Budte X,Y,Z mnoziny, p1 C X X Y, po C Y x Z. Pak relace p; o py C
X x Z definovana vztahem (z,2) € p1o po & Jy € Y tak, ze xp1y a ypsz, se nazyva
slozeni (soucin) relacipy, ps.

Piiklad.
X ={1,2,3,4}
Y = {5,6,10}

7 ={7,12,18,20}
xpry < x je délitelem y
ypaz &y < 2.

Potom props = [1, 7], [1,12], [1, 18], [1, 20], [2, 7], [2, 12], [2, 18], [2, 20], [3, 7], [3, 12]. [3, 18], [3, 20].
Naproti tomu pao pr = [1,12], [1, 18], [1, 20], [2, 12], [2, 18], [2, 20], [3, 12], [3, 18], [3, 20], [4, 12],
4, 18], [4,20]. Tedy obecné py o ps # pao p1.

Vlastnosti operace skladani relaci trochu ptipominaji vlastnosti, které ma soucin matic.
Ptedné nelze skladat libovolnou dvojici relaci a jak je z predchoziho ptrikladu vidét, i kdyz
je slozeni relaci p; a p; mozné v libovolném poradi, neni tato operace obecné komuta-
tivni. Nasledujici tvrzeni vSak ukazuje, Ze asociativni zakon pro operaci skladani relaci
plati.

Véta. Necht py CAXx B p, C BxC p3 CC x D. Potom (pyo ps)ops=pro(po
p3)-
Diukaz. Necht a(p; o p2)o psd. Potom existuje ¢ tak, ze ap;pac& cpsd. Z prvniho vztahu

dale vyplyva, ze existuje b tak, ze ap1b & bpsc. Protoze bpsc & cpsd méme bpypsd a protoze
také ap,b, dostavame celkové ap;(peps)d. Proto



(p1o p2)ops Cpio(p2ops).
Obdobné se dokaze opaéna inkluze.

Nyni zadefinujeme jesté dalsi dulezité typy relaci .

Definice. Je-li p C X x Y, pak relace p~! C Y x X definivand vztahem yp~'z < xpy se
nazyva inverzni relace k relaci p.

Definice. Je-li X mnozina, pak relace Ex C X x X definovana vztahem
Ex ={(z,x)|z € X}
se nazyva identickd relace na mnoziné X.

Piiklad Necht X = {1,2,3}, necht relace p je na mnoziné X definovdna xpy < x < y.
Potom

po p_l = {[17 1]7 [172]7 [27 1]7 [272]
pil op= {[27 2]7 [273]’ [37 2]7 [373]

Tedy obecné po p~' # p~'o p, po p~t # Ex, dokonce ani po p~' # E; . Obecné plati
pouze nasledujici.

Tvrzeni.
ELpCpo p_l Epp C,O_lop.

Piiklad. Nechf |X|=m |Y| = n. Kolik existuje riznych relaci z X do Y?

1.2 Zobrazeni

Definice. Relace f C X x Y, pro kterou plati

(z,91) € f&(z,y2) € f =11 = 1o

¢ili kazdému x € X je pritazeno nejvyse jedno y € Y se nazyva zobrazeni z mnoZiny X
do mnoziny Y. Pokud plati Vx € X Iy € Y (x,y) € f, pak zobrazeni mnoziny X do
mnoziny Y.

Poznamka. f~! ve smyslu relace nemusi byt zobrazeni.

Definice. Rekneme, 7e zobrazeni f: X — Y je
o prosté jestlize y = f(x1) &y = f(22) = 1 = 29
e na mnozinu Y, jestlize Pr =Y.

e bijekce, jestlize f je prosté zobrazeni mnoziny X na mnozinu Y.
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Piiklad. Rekneme, ze mnoziny X a Y jsou ekvivalentni (X ~ Y) jestlize mezi nimi
existuje bijekce. Zrejmé konetné mnoziny jsou ekvivalentni pravé kdyz maji tyz pocet
prvku. Pro nekoneéné mnoziny potom napi. N ~ Z, N ~ Q, R ~ RT, R ~ (0,1),
avSak N o R. Mnoziny ekvivalentni s mnozinou prirozenych ¢isel se nazyvaji spocetné,
ostatni nekonec¢né mnoziny se nazyvaji nespocetné. O ekvavilentnich mnozindch se také
iika, ze maji tutéz mohutnost. Mohutnost kone¢né mnoziny je rovna poctu jejich prvku,
mohutnost mnoziny prirozenych ¢isel se znaci Ng.

1.3 Ekvivalence

Definice. Necht p je relace na mnoziné X. Rekneme, ze p je

o reflexivni , jestlize Vo € X;xpx (neboli Ex C p).

symetrickd, jestlize xpy = ypx (neboli p = p~1).

antisymetrickd, jestlize (zpy & ypr) = = =1y (neboli pN p~' C Ex).

tranzitivni, jestlize (xpy & ypz) = zpz (neboli po p C p).

Definice.

Reflexivni a symetricka relace se nazyva tolerance.

Reflexivni, symetrickd a tranzitivni relace se nazyva ekvivalence.
Reflexivni, antisymetricka a tranzitivni relace se nazyva usporadand.

Priklad tolerance.

Necht X = {0,1}", neboli mnozina bindrnich vektortt délky n. Relace p je definovdna
vztahem xpy < x,y se lisi nejvyse v jedné slozce. Diagram této relace se nazyva n-
rozmeérnd krychle.

Priklady ekvivalence.

V geometrii: shodnost ¢i podobnost trojuhelniki, rovnobéznost piimek.

Na mnoziné ¢tvercovych matic téhoz fadu vztahy typu X je podobnda Y, X ma stejnou
hodnost jako Y.

Definice. Necht X je mnozina. Systém {B;};i € I podmnoZin mnoziny X se nazyva
rozklad mnoziny X jestlize
(i) Bi#0 Viel
(4i) B;NB;j=0 Vi
(i47) U;Bi = X

Prvky rozkladu se nazyvaji tridy.



Véta. Kazda ekvivalence na X definuje rozklad na X, tzv. rozklad na tridy ekvivalence.
(A naopak)

Diikaz.

Definujme pro kazdé = B, = {y € X;ypz}. Prvni a tfeti podminka z definice rozkladu
jsou splnény evidentné, k dikazu disjunktnosti piedpoklddejme a # b a necht existuje
¢ € B, N B,. Potiebujeme dokazat, ze B, = B,. Avsak je-li x € B,, pak xpa a z definice
prvku c je apc. 7 tranzitivity dale plyne xpc. Protoze také cpb, je i xpb a tedy x € By.
Dostavame tedy B, C By a protoze analogicky by se dokazalo B, C B, je dukaz proveden.

1.3.1 Zakladni algebraické struktury

Definice. Zobrazeni o: X x X — X se nazyva bindrni operace. Fakt, ze f(a,b) = ¢
znacime ao b = c.

Definice. Operace se nazyva
e komutativni, jestlize Va,b;ao b= bo a.
e asociativni, jestlize Ya,b,c;(ao b)o c =ao (bo c).

e Operace x se nazyva distributivni vzhledem k operaci o jestlize ax (bo ¢) = (a*b)
o (CL * C) .

Prvek e, pro ktery ao e = eo a = aVa se nazyva neutrdlni prvek.
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Prvek a=!, pro ktery a™'o a = ao a™! = e se nazyva inverzni prvek k prvku a.

Definice.

Mnozina M s operaci, kterd je asociativni, se nazyva pologrupa.
Jestlize v ni existuje neutrdlni prvek, pak se M nazyva monoid.
Grupa je monoid, ve kterém ke kazdému prvku existuje inverzni prvek.
Komutativni (Abelova) grupa je grupa s komutativni operaci.

Poznamka. V piipadé, Ze operace je povazovana za s¢itani, pak se inverzni prvek nazyva
opacny.

Priklady.

Mnozina ptirozenych ¢isel je pologrupa vzhledem k operaci s¢itani, monoid vzhledem k
operaci nasobeni.

Mnozina celych c¢isel je grupa vzhledem k operaci séitani.

Mnozina raciondalnich ¢isel je monoid vzhledem k nasobeni, mnozina kladnych racionédlnich
¢isel je vzhledem k nasobeni grupou.



Definice. Necht M je mnozina vybavens operacemi o , x. M se nazyva okruh, jestlize
M je Abelova grupa vzhledem k operaci o , pologrupa vzhledem k operaci x a operace
* je distributivni vzhledem k o . Jestlize navic existuje neutralni prvek vzhledem k x,
pak se M nazyva okruh s jednotkou.

Konvence. V okruhu se neutralni prvek vzhledem k o nazyva nulovy, vzhledem k *
jednotkovy.

Véta. Oxa=ax0=0.
Definice. Necht a # 0. Pokud 3b # 0 tak, ze axb = 0, pak se a, b nazyvaji délitelé nuly.

Definice. Okruh s jednotkou bez déliteli nuly se nazyva obor integrity. Jestlize navic
existuje ke kazdému prvku prvek inverzni vzhledem k %, pak se mnozina nazyva téleso.

Priklady.

Mnozina celych sudych ¢isel s operacemi sc¢itani a nédsobeni tvori okruh. Mnozina celych
¢isel tvoii obor integrity. Mnozina racionalnich, realnych ¢i komplexnich ¢isel tvoti téleso.
Prikladem okruhu, ktery neni oborem integrity, je mnozina vsech ¢tvercovych matic téhoz
rfadu s operacemi s¢itani a nasobeni matic.

Veéta. Kazdy konecény obor integrity je téleso.

1.3.2 Kongruence

Definice. Necht Z je mnozina celych ¢&sel, p > 1 pfirozené ¢islo. Relaci = (mod p)
definovanou predpisem

z =y(mod p) & plr —y
se nazyva kongruenci modulo p.

Véta Relace kongruence je ekvivalenci na Z. V kazdé tridé ekvivalence lezi prave
vSechna ¢isla, kterda davaji pii déleni p stejny nezaporny zbytek.

Definice. Tyto tiidy ekvivalence se nazyvaji zbytkové tridy modulo p.
Znaceni. Ttidu exvivalence, do které patii ¢islo i € Z znacime Z,(1).

Véta. Necht x € Z,(i),y € Z,(j). Potom

r+y€ Z,(i+7) zy € Z,(ij)



Definice. Ozna¢me Z, mnozinu vSech zbytkovych tfid modulo p. Definujme operace @, ®

Z,() ® Z,(j) = Zp(i+J)
Z(1) @ Z(5) = Zp(1j)
Oznacme 0 = Z,(0);1 = Z,(1);i = Z,(1).

Toto znaceni umoznuje provadét se zbytkovymi tfidami operace obdobné jako s béznymi
¢isly. Takze napiiklad v mnoziné Z; plati 54 = 2, 5® 4 = 6 a podobné. Otazka zni,
zda tyto operace maji i ocekavané vlastnosti.

Véta. Z, je Abelova grupa vzhledem k @, okruh s jednotkou vzhledem k ¢ a ®, mnozina
Z,\ {0} je monoid vzhledem k ®.

Ditikaz. Vzhledem k vlastnostem bézného séitani a nasobeni jednoduchy.

Pro kazdé p je tedy Z, okruhem s jednotkou. Lehce se vSak charakterizuje, kdy je
tato mnozina také télesem.

Véta. Mnozina Z, je téleso pravé kdyz p je prvocislo.

Dikaz. Protoze Z, je konetnd mnozina staci ukazat, kdy Z, obsahuje délitele nuly,
neboli pro jaka p existuji ¢isla mezi jednotkou a p takova, jejichz soucin je nasobkem
¢isla p. Ta vsak existuji prave tehdy, kdzz p je slozené ¢islo.

Protoze pro prvocislo p je mnozina Z, télesem, lze na ni definovat ruzné struktury,
napiiklad vektorovy prostor a na ném pak analogicky definovat pojmy jako u vektorového
prostoru vlastnosti typu linearni nezavislost ¢i baze vektorového prostoru. V nékterych
pripadech vSak maji takto definované vztahy necekané vlastnosti (napiiklad muze existo-
vat vektor, ktery je kolmy sdm k sobé) a je nutno byt opatrny pfi prebirani vét platnych
pro realny vektorovy prostor.

1.4 Usporadani

Definice. Nechtf p je relace na X. Pro x,y € X polozme xpty < xpy nebo Ik > 0
a Ty, T, ...1 € X tak, ze zpri & x1pre& ... & x1py. Relace pT se nazyva tranzitivnd
uzdver relace p.

Relace p* definovand vztahem xp*y < = = y nebo zpty se nazyva reflexivné tranzi-
tivni uzdvér relace p.

Jindmi slovy, p* je nejmensi tranzitivni relace obsahujici p. Podobné p* je nejmensi
takova relexivni a tranzitivni relace.

Relace usporadani se nékdy nazyva c¢astecné usporadani nebo castecné usporddand
mnozina — POSET. Poset se obvzkle zna¢i (X, <). Kromé tohoto usporddéani se totiz



jesté definuje nasledujici typ relace.

Definice. Necht X je uspofddand mnozina. Jestlize pro z,y € X je xpy nebo ypx ifkdme,
ze prvky x,y jsou srovnatelné. Jsou-li kazdé dva prvky X srovnatelné, rikame, ze p je
linedrnd (uplné, totdlni) usporadani.

Priklady. Typickym reprezentantem linearniho usporddani je relace <. Typickym
predstavitelem uspordadani. které neni linedrni je pak vztah délitelnosti na mnoziné
prirozenych ¢isel ¢i na nékteré jeji podmnoziné.

Kdybychom se pokusili nakreslit graf mnoziny usporadané délitelnosti, dostali bychom
i pro pomérné malé mnoziny velmi neptehledné diagramy. Proto se definuje nasledujici

vztah, pomoci kterého dostavame o daném usporadani iplnou informaci a pritom ziskame
prehlednost.

Definice. Necht < je uspoidddni na X. Relace % definovand vztahem z — y&e xR
y,x #y aprozadny z € X,z # 2z # y neni x =< z < y se nazyva relace bezprostiedniho
predchadzeni prislusnd k usporddani <. Diagram relace bezprostifedniho predchézeni
prislusné k < se nazyva Hasseuv diagram relace <.

Poznamky.

1. < nenf usporadanti.

2. Kazdé usporadani je reflexivné tranzitivnim uzdvérem své relace bezprostifedniho
predchéazeni. < je nejmensi relace s touto vlastnosti.

2 Svazy a Booleovy algebry

2.1 Svazy
Definice. Necht (X, <) je poset. Rekneme, 7e
e a € X je minimdlni prvek X, jestlize pro zadny prvek z € X,z # a neni = = a.
e b e X je mazrimdlni prvek X jestlize pro zadny prvek x € X, x # b neni b < x.
o c € X je nejuetsi prvek X jestlize Vo € X;x < c.
e d e X je negmensi prvek X, jestlize Vo € X;d < z.
Definice. Necht (X, <) je poset, necht a,b € X.
Horni zdvora prvku a,b je prvek x € X takovy, ze a = x,b < x. Nejmensi horni zavora
se nazyva supremum prvku a,b.

Dolni zavora je prvek z € X takovy, ze z =< a,z =< b. Nejvétsi dolni zavora se nazyva
infimum prvku a,b.



Definice. Poset, v némz pro kazdé dva prvky existuje jejich supremum i infimum, se
nazyva svaz.

Konvence. Ve svazu definuji supremum a infimum bindrni operace. Supremum se
nazyva spojeni a zna¢i x Vy, infimum se nazyva prusek a znaci x A y.

Je zrejmé, ze je-li na mnoziné definovano usporadani, jsou timto usporadanim defi-
novany jednoznacné i operace pruseku a spojeni. Nasledujici tvrzeni nam ukazuje, ze je
tomu i naopak.

Véta. Necht X je svaz, necht a,b € X. Pak

abesaNb=a<aVb=0b.

Dalsi tvrzeni pak vychéazi znasledujictho pozorovani: Jestlize Hasseuv diagram daného
usporadani pievratime naruby, pak se relace p zméni na p~! a zistane usporadanim, op-
erace pruseku se zméni na spojeni a naopak. Proto
Véta. (Princip duality.)

Kdyz v libovolném pravdivém tvrzeni prohodime prusek a spojeni a usporadani nahradime
inverznim, dostavame opét pravdivé tvrzeni.

Zéakladni vlastnosti operaci prusek a spojeni pak shrnuje nasledujici véta.

Véta. V libovolném svazu plati

a)aVa=a aNa=a idempotentnost
blJavVb=0bVa aNb=bAa  komutativita
c)aV (bVe) = (a Vb) Ve asociativita
d)aV (bAa)= aN(bVa)=a absorbce

Jak je vidét, mezi zdkladnimi vlastnostmi chybi distributivni zakony. Obecné tyto
zékony ve svazech neplati. Napiiklad ve svazu na obr. la je vidét, ze a A (bV ¢) = a
zatimco (a A b) V (a A c¢) = 0. Na obrazku 1b zase mame a A (bV ¢) = a A1 = a a pfitom
(@nb)V(aANc)=bV0=0. Proto mé opravnéni nasledujici definice.

Definice. Rekneme, ze svaz (X, <) je distributivni, jestlize navic aA(bVc) = (aAb)V(aAc)
a z duality také a V (bAc) = (a VD) A(aV c).

Svazy na obr. 77 budou hrat klicovou roli pti charakterizaci distributivnich svazi. Nez
si tuto charakterizaci uvedeme, je tieba nejprve definovat podsvaz svazu. Pii zavadéni
této definice je nutné zachovéavat urcitou opatrnost.

Definice. Nechf (X, <) je poset, necht Y C X. Potom (Y, <) je také poset a < se nazyva
zuzeni puvodniho usporadani.



Obr. la Obr. 1b

Definice. Necht Y C X. Rekneme, ze poset (Y, <) je podsvazem svazu (X, =) jestlize
operace pruseku a spojeni zachovavaji vysledky ze svazu X.

Véta. Svaz je distributivni, jestlize neobsahuje X ¢i X, jako svij podsvaz.

Dalsi otazkou je, zda je mozné ve svazech definovat obdobu neutralniho a inverzniho
prvku. Vzhledem k pfedchozim tuvaham je zfejmé, ze roli neutralnich prvku mohou
hrat nejmensi a nejvétsi prvek, pokud ovSem existuji. OvSem snadno se nahlédne, ze
v koneéném svazu kdyby neexistoval napt, nejvétsi prvek, pak by v ném musely nutné
existovat minimalné dva maximdlni prvky a ty by nemély supremum. Proto v konetném
svazu musi nejvétsi a z duality i nejmensi prvek existovat. V dalsim budeme nejmensi
prvek svazu znacit 0 a nejvetsi 1.

Véta. 0OVa=a 1Aa=a.

Definice. Necht (X, <) je svaz s nulovym a jednotkovym prvkem. Prvek T, pro ktery

rVT =1 rANT =0
se nazyva doplnéek (komplement) prvku z.

Komplement nemusi existovat ke kazdému prvku a pokud existuje, nemusi byt urcen
jednoznacné. Napiiklad v linearné usporadaném svazu nema komplement zadny prvek s
vyjimkou 0 a 1, k prvku ¢ ve svazech X; a X5 z obr. 77 existuji komplementy dva. Ve
specialnich ptipadech vsak lze tici vice, coz bude predmétem dalsi kapitoly. Na zavér této
vsak jesté jednu definici.

Definice. Svaz, v némz Vr € X existuje jeho komplement, se nazyva komplementdarni
svaz.
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2.2 Booleovy algebry
Definice. Distributivni komplementarni svaz se nazyva Booleova algebra.

V Booleové algebre tedy ke kazdému prvku existuje jeho komplement. Jak jiz bylo
feceno, obecné ve svazu nemusi byt komplement urcen jednoznac¢né. Druha podminka
vSak jednoznac¢nost komplementu zarucuje.

Véta. V distributivnim komplementarnim svazu existuje ke kazdému prvku pravée jeden
komplement.

Diikaz. Necht b; a by jsou dopliky prvku a, tj. necht a Vb, = 1,aVby = 1,a Ab, =
0,aAby =0. Potom by = by A1l =0y A(aVby) = (byAa)V (by Abg) =0V (by Aby) = by Abs.
Podobné vsak by = bs A1 =by A (aVby) = (byANa)V (by ANby) =0V (by Aby) = by A b,
neboli b; = by.

V Booleové algebie je zvykem znacit spojeni znaménkem + a prusek znaménkem ..
Nasledujici véta pak dava prehled zakladnich vlastnosti Booleovskych operaci. Je tieba
ji chépat skutecné jako piehled vlastnosti, nikoli jako soustavu axiomu, nebot nékterd
tvrzeni v ni uvedend lze odvodit z jinych.

Veéta.Booleovsky kalkulus.
Pro operace Booleovy algebry plati

Sl a+a=a a.a=a 1dempotentnost
S2 a+b=b+a ab = ba komutativita

S3 (a+b)+c=a+(b+c) (ab)e=a(be) asociativita

S4 a+ab=a ala+b) =a absorbee

D a(b+c)=ab+ac a+bc=(a+b)(a+c) distributivita

Nl a+0=a a.l=a neutrdalni proky
N2 a0=0 a+1=

Kl 0=1 1=0 komplementarita
K2 a+a=1 aa=0

K3 a=a involutornost
K4 a+b=ab ab=a+b de Morganovy zdikony

Tento soubor vlastnosti znacné omezuje moznost byti Booleovou algebrou. Nésledujici
postup také ukéze, ze vSechny konecné Booleovy algebry lze v jistém smyslu jednoznacéné
popsat.

Definice. Necht X je Booleova algebra. Nenulovy prvek a € X takovy, ze pro kazdy
x € X plati  Aa = a nebo z A a = 0 se nazyva atom algebry X.

Atom algebry je tak vlastné bezprostiedni néslednik nuly. V nekoneénych Booleovych
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algebrach atomy existovat nemusi, v konecné algebie samoziejmé existuji. Nasledujici
véta nam pak ukazuje, ze jsme schopni popsat vSechny prvky konecné Booleovy algebry,
zname-li jeji atomy. Nejprve vsak uvedeme jedno pomocné tvrzeni.

Lemma. Necht X je Booleova algebra a z € X. Pak v X existuji prvky y, 2z takové, ze
y#x#zax=yVzpravé kdyz x neni nulovy prvek ani atom algebry X.

Diikaz. Ze pro nulovy prvek ani atom algebry takové prvky v, z existovat nemohou, je
ziejmé. Predpokladejme tedy, ze x neni nulovy ani atom a tedy ze existuje a € X tak,
7e0<a<z Potomz=axAl=xA(aVa)=(xAa)V(xAa)=aV (xAa) a tedy
r=yVzpokud y =a az=xAa Zbyva ukazat, ze y # x # z. y # x plati ziejme.
Pokud by bylo z = z, potom x A @ = x neboli x < a. Celkové tedy x < @, a < z, neboli
a < a, z ¢ehoz dostavame a A @ = a, coz je spor s komplementaritou.

Véta. Pro kazdy prvek z € X, x # 0 konecné Booleovy algebry X plati x = a; VagV
... Vay,, kde a1, as, ..., a, jsou vsechny atomy algebry X, pronéz a; <z,i=1,2,...n.

Diikaz. Je-li  atom, pak staéi volit n = 1 a = a;. Necht tedy x neni atom. Potom
dle ptedchoziho lemmatu je v =y V z, kde y < x a 2 < x. Pokud y a z jsou atomy, jsme
hotovi. Pokud ne, pak opakovanim tohoto postupu dojdeme po koneéném poctu kroku
ke vztahu x = a; Vas V...V a,, kde a; jsou vesmés atomy. Zbyva ukazat, ze a1, as, ... a,
jsou viechny atomy srovnatelné s x. Necht a < z je libovolny atom srovnatelny s z.
Potoma=aAz=aA(a;V...Va,) =(aNa)V...V(aAa,). Protoze prusek dvou
ruznych atomu je roven nulovému prvku, pak pokud by a nebyl mezi ay,...a,, dostali
bychom v poslednim vyrazu spojeni samych nul, coz je spor.

Nyni jsme jiz schopni vyslovit charakteriza¢ni vétu.

Véta.Stoneova o reprezentaci.

Kazd4 kone¢né Booleova algebra X je izomorfni s algebrou 2, kde M je mnozina viech
atomtl algebry X a 2™ je mnozina vSech podmnozin mnoziny M s operacemi priniku a
sjednoceni mnozin.

Dtikaz. Definujme zobrazeni f: X — 2M piedpisem

f(0) =0
flx)={a€e M;a<z} prox#0

Toto zobrazeni je viditelné bijekei mezi X a 2M. Je jesté nutné ukdzat srovnatelnost,
neboli ze pro kazdé z,y € A je



(iif) f(z) = f(x)
To vsak vyplyva z asociativity zucastnénych operaci a doplnku.

Dusledek. Kazda konecna Booleova algebra obsahuje 2" prvku, kde n je pocet jejich
atomu.

Jiny zpusob, jak charakterizovat kone¢né Booleovy algebry, podava nésledujici postup.

Definice. Necht X a Y jsou Booleovy algebry. Direktnim soucinem algeber X,Y
rozumime kartézsky soucin X xY s operacemi pruseku a spojeni definovanymi nasledovneé.

~—

£
=

N~—
>

(c,d) =(aNc,bNd)
(c,d)=(aVec,bVvd)
(a,b) = (a,b)

~~

£
=

N~—
<

Poznamka. Jesté by se mélo ovérit, ze takto definovana mnozina tvoii s danymi oper-
acemi Booleovu algebru. Toto ovérei vSak neni obtizné.

Pifklad. Necht X = 2{9 = (0. {a}), Y = (0,{b}) = 2. Potom X x Y m4 4
prvky (0,0), ({a},0), (0,{b}), ({a},{b}) a je evidentné izomorfni s algebrou 2{+%}. In-
dukci bychom potom mohli dokazat nasledujici vétu.

Véta. Koneénd Booleova algebra s r atomy je izomorfni s algebrou (Bs)".

Algebru (By)" lze zfejmé interpretovat jako mnozinu r-slozkovych vektoru. ve kterych
jsou jednotlivé slozky rovny 0 nebo 1.

2.3 Booleovy funkce

V nésledujicim odstavci si ukdzeme, ze varazy zndmé z vyrokové logiky 1ze charakterizovat
pomoci vhodné Booleovy algebry. Jakykoli vyrok Ize interpretovat jako proménnou, ktera
nabyva hodnoty 0 nebo 1. Vyhodnotit jakykoli vyrok, napt = (y A z) vlastné znamend
urcit jeho hodnotu z zavislosti na hodnotach jednotlivych jeho slozek. Od této chvile
budeme misto terminu vyrok pouzivat termin Booleovskd proménnd. Vyraz x = (y A z)
pak lze interpretovat jako Booleovu funkci 3 proménnych, pro kterou napf. f(1,0,0) =0
nebo f(0,1,0) = 1.

Definice. Zobrazeni f:(By)" — By pron > 1 se nazyva Booleova funkce n proménngch.

Poznamka. Lze definovat i funkci f : B® — B, kde B je libovolna Booleova alge-
bra. Podle predchozi charakterizacni véty lze ale tyto funkce redukovat na funkce podle
predchozi definice.
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Poznamky.

1. Operace dopliku je Booleovskou funkci jedné proménné, znamé logické operace V, A,
= nebo < jsou pak Booleovymi funkcemi 2 proménnych.

2. Predpis téze Booleovy funkce nemusi byt dan jednoznacné. Naptiklad plati x < y =
(x = y)A(y = z) = (z Ay) V (T AY) neboli tyto tii funkéni predpisy definuji tutéz
Booleovu funkci.

Druhé poznamka pak vede k nasledujici otézce - 1ze vyjadrit libovolnou funkci néjakym
"hezkym”, tj. hlavné prehlednym zptsobem. Jedna z otédzek naptiklad muze znit kolik
ruznych logickych operaci je tieba k vyjadreni libovolné Booleovské funkce. Lze ukézat,
ze staci jedina, libovolnou Boolevu funkci lze napt. vyjadrit pouze pomoi funkce A defi-
novanou predpisem xAy = T V 7, ovSem zapisy Booleovych funkci, pouzivajici pouze
tuto funkci, rozhodné prehledné nejsou. Nadruhé strané neni obtizné si uvédomit, ze
libovolnou Booleovu funkci lze vyjadrit pomoci operace negace a operaci V a A. Navic
si ukazeme, ze pomoci téchto operaci lze dosdhnout také piehledného zapisu libovolné
Booleovy funkce.

Definice. Booleuv polynom n proménnych je Booleova funkce proménnych zq,...z,
ziskana pomoci nasledujicich pravidel:

1. Konstanty 0,1 a kazdd proménnd z; je Booleovym polynomem

2. Jsou-li a, b Booleovy polynomy, pak i funkce @, a V b a a A b Booleovymi polynomy.

Podle tivah pred touto definici je zfejmé, ze kazdé Booleova funkce je vlastné Booleovym
polynomem, nebot Booleiiv polynom je pravé kazda Booleova funkce, kterou lze vyjadiit
pomoci operace negace a operaci V a A. Ctendr si to muze snadno ovéfit na funkeich im-
plikace nebo ekvivalence. Ovsem ani zapis Booleovy funkce ve tvaru polynomu nemusi (a
vlastné nikdy neni) dan jednoznacné. Napiiklad funkce symetrické diference (vylucovact
nebo) lze vyjaadiit jako a @ b= (x A7)V (T Ay), aletaké x Dy = (TVY) A (z Vy). Cili
i v pripadé Booleovych polynomu je na misté otazka, jak vyjadrit jakoukoli Booleovu
funkci ”vhodnym” Booleovym polynomem.

Definice. Polynomy tvaru y; Ays A ... Ay, nebo y; Vys V...V y,, kde y; = x; nebo
y; = T; se nazyvajl klauzule (prisekovd, spojovd), kazdé y; nazyvame literdl proménné z;.
O polynomu, ktery je spojenim prusekovych resp. prusekem spojovych klauzuli fikame,
ze je napsan v disjunktivni resp. konjunktioni formé. Jestlize kazda klauzule obsahuje
literaly vsech proménnych, hovorime o uplné disjunktivni (konjunktivni) normalni forme.

Veéta. Kazdou nekonstantni Booleovu funkci n proménnych lze vyjadiit Booleovym poly-
nomem n proménnych v iplné disjunktivni i iplné konjunktivni normalni formé.
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Dukaz.

Konstantnimi Booleovskymi funkcemi jsou takové, které davaji hodnotu 0 nebo 1 bez
ohledu na hodnoty jednotlivych proménnych. Polynom dévajici hodnotu 1 se nazyva
tautologie, polynom davajici hodnotu 0 pak kontradikce. Tautologii lze vyjadiit pouze v
disjunktivni, kontradikci v konjunktivni forme.

3 Grafy

3.1 Pojem grafu
Predstavme si nasledujici dva problémy.

Problém kropiciho vozu. Mame pied sebou plan mésta a tikol projet s kropicim vozem
vSechny ulice mésta a pritom najet co nejmensi vzdalenost. V idealnim piipadé pak
kropici viz projede kazdou ulici pravé jednou.

Problém obchodniho cestugictho. Obchodni cestujici mé navstivit nékolik mist, pricemz
nemusi mezi vSemi existovat piimé spojeni. Jak si ma naplanovat cestu, aby vysla co ne-
jlevnéji? Pripadné muze si svoji cestu napla novat tak, aby kazdé misto navstivil prave
jednou?

Tyto dva problémy miizeme interpretovat nasledovné: Necht body v roving, které
budeme od této chvile nazyvat wvrcholy ptedstavuji ktizovatky nebo mista, kterda ma
navstivit obchodni cestujici. Dva vrcholy potom spojime ¢arou zvanou hrana, jestlize
mezi kiizovatkami existuje ulice bez dalsi kiizovatky nebo kdzz mezi jednotlivymi misty
existuje primé spojeni. Takovy obrazek slozeny z vrcholu a hran budeme nazyvat grafem
a otazka v pripadé kropicitho vozu zni, zda je mozné projit vSechny hrany grafu prave
jednou (a vratit se na vychozi misto), v ptipadé obchodniho cestujiciho pak, jestli lze
obdobnou tlohu tesit pro vrcholy.

Pojem grafu je vsak tfeba presné definovat. Jestlize vrcholy budou reprezentovany
jednoprvkovymi mnozinami, pak hrany si muzeme ptedstavit jako dvouprvkové mnoziny,
jejimiz prvky budou vrcholy, které hrana spojuje. Musime vSak uvazovat jak hrany
"pruchozi” jak jednim smérem, napiiklad v pripadé jednosmérné ulice (pak je nutno urcit,
ktery vrchol je pocatecni a ktery koncovy a bude se tedy jednat o uspoiradanou dvojici),
tak obéma smeéry, kdy se bude jednat o neusporadanou dvojici, a také hranu, jejiz oba
konce jsou v témze vrcholu. Graf je tedy mozné definovat nasledovneé.

Definice. Necht U je koneénd mnozina. Dvojice G = (V,E), kde E C U x U U ([2]) se
nazyva (obecny) graf.

Je-li H C U x U tikdme, ze G je orientovany graf. Je-li H C (
neorientovany graf.

U

2) rikame, ze G je
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Z této definice je zfejmé, ze v roientovaném grafu budeme pripoustét i hranu, ktera
zacind i kon¢i v témze vrcholu (takovou hranu budeme nazyvat smyckou, u neoriento-
vaného grafu je takova hrana neptipustna. Navic v neorientovaném grafu mohou byt
dva ruzné vrcholy spojeny nejvyse jednou hranou, v orientovaném grafu totéz plati pro
usporadané dvojice vrcholu. Pokud chceme pripustit i neorientované smycky ¢i nasobné
hrany, musime definovat obecnéjsi strukturu.

Definice. Multigraf G je sporadand trojice G = (V, E,¢), kde V a E jsou mnoziny
(mnozina vrcholi a mnozina hran) a zobrazeni ¢ : H — (g) UU?UU se nazyvd inci-
dencnim zobrazenim.

Na kazdy graf je tedy mozné se divat jako na specidlni piiklad multigrafu. Nasledujici
tvrzeni je evidentni.

Véta. Multigraf je grafem pravé kdyz zobrazeni e je prosté a navic e 1 (U) = 0.

Na grafem jako na dvojicich mnozin definujeme rovnost prirozenym zpusobem jako
rovnost této dvojice mnozin, neboli dva grafy jsou si rovny jestlize maji totozné mnoziny
vrcholua mnoziny hran. Podivame-li se na nasledujici dva grafy na obr. 7?7, vidime, ze
bude nutné definovat néjaky obecnéjsi vztah mezi grafy, nebot striktné vzato tyto dva
grafy rovné nejsou, ovSem z prifazeni vrcholupodle dané tabulky je vidét, ze jde vlastné
o ruzny néakres téhoz grafu. Nez si tento pojem, ktery do znacné miry nahradi pojem
rovnosti grafii uvedeme, zayneme obecnéjsi definici.

Definice. Necht G a G’ jsou grafy. Potom zobrazeni f:V(G) — V(G') nazveme homo-
morfismem grafu G do grafu G', jestlize

(z,y) € E(G) = (f(2), [(y)) € E(G)
{z,y} € E(G) = {[(2), f(y)} € E(G")

Homomorfismus je tedy zobrazeni mnoziny vrcholi grafu G do mnoziny vrchola
grafu G’ takové, ze dva vrcholy grafu GG spojené hranou se zobrazi na dva vrcholy grafu
G', které jsou rovnéz hranou spojeny. Opacné to vsak platit nemusi, vrcholy nespojené
hranou mohou byt zobrazeny i na vrcholy spojené hranou.

Homomorfismus dvou grafi je poérné obecnym vztahem. Je tedy uziteéné zavést
jeho specialni pripady. Nejprve si vsak zavedeme definici, kterd, je-li dan néjaky homo-
morfismus, prevadi nikoli vrcholy, ale hrany graft.

Definice. Necht G = (V,E),G' = (V',E'), necht f : V. — V'. Potom zobrazeni
o (g) uU? - (g’) U U” definované vztahy

fRu,v}) = {f (),
f((u, ) = (f (u),

(v)}

f
f()
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nazyvame zobrazenim indukovanym zobrazenim f.

Poznamka. f : V(G) — V(G') je homomorfismus préavé kdyz e € E(G) = f*(e) €
E(G).

Definice. Necht G = (V, E),G’ = (V', E') jsou grafy, f : V — V'’ homomorfismus. f se
nazyva

e vrcholovy monomrfismus, je-li f prosté
e vrcholovy epimorfismus, je-li f na

e hranovy monomorfismus, je-li f* prosté
e it hranovy epimorfismus, je-li f* na

e monomorfismus, je-li f i f* prosté

e cpimorfismus, je-li f i f* na

e izomorfismus, je-li f i f* bijekce.

Definice. Dva grafy nazveme izomorfni jestlize mezi nimi existuje izomorfismus. Vztah
izomorfismu grafu G a G’ budeme znacit G = G'.

Izomorfismus je tedy ten vztah, ktery v jistém smyslu nahrazuje rovnost graft. Izomorfni
grafy maji identické prakticky vSechny podstatné vlastnosti, které se netykaji piimo
otazky kreslenigrafi. Fakt, ze dva grafy jsou izomorfni vSak nemusi byt na prvni pohled
patrny ani u relativné malych grafi. Napiiklad na nésledujicim obrazku 7?7 je trojice
vzajemné izomorfnich grafi. Ctendf si muze sdém najit odpovidajici izomorfismy.
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Pii pohledu na specialni ptipady homomorfismu se zda, ze zobrazeni "na hrany”
musi byt i zobrazenim "na vrcholy” a podobné zobrazeni prosté ”vrcholové” musi byt
prosté i "hranové”. Ze to neni zcela presné ukazuje nasledujici pitklad dvou grafi a
hranového epimorfismu, ktery neni vrcholovym epimorfismem. OvSem je z néj také vidét
proc je to mozné.

Gy Go

Definice. Vichol v € V(G) je izolovany vrchol grafu G, jestlize E(G) C (‘;/) U V", kde
V' =V(G)\ {u}.

Izolovany vrchol je tedy takovy, ze kterého nevychazi zadna hrana. Nyni jiz muzeme
vyslovit jednoduchéa tvrzeni, jejichz snadny dukaz prenechavame ctenéri.

Véta.
1. Kazdy vrcholovy monomorfismus je i hranovym monomorfismem.

2. Necht G nem4 izolované vrcholy. Potom kazdy hranovy epimorfismus je i vrcholovy
epimorfismus.

V poslednicm ¢dsti tohoto tvodiho odstavee si jesté zadefinujeme vztah podgrafu.
Tento vztah je samoziejmé definovan mnozinove, ovsem je uziteéné definovat dva specialni
typy podgrafu.

Definice. Necht G| = (Vi, E)) a Gy = (Va, Es) jsou grafy. Rekneme, ze graf G je

e podgraf grafu Gy jestlize V(Gy) C V(Gq) a E(G1) C E(Gy).
o faktor grafu Gy jestlize V(G1) = V(Gs) a E(G1) C E(Gs).

e podgraf grafu Gy indukovany mnozZinou vrcholi X jestlize V(Gy) = X C V(Gs) a
E(Gh) = E(G2) N ((3) UX x X).
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Faktor grafu je tedy podgraf, ktery obsahuje vsechny vrcholy puvodniho grafu, podgraf
indukovany na mnoziné vrcholu pak podgraf, ktery obsahuje maximalni mozny pocet
hran vzhledem k dané mnoziné vrcholu.

3.2 Neorientované grafy

V tomto paragrafu budeme pod terminem graf uvazovat neorientovany graf, nebude-li
feceno jinak. Dale pod oznacenim (a,b) budeme rozumét mnozinu vsech celych cisel n
takovych, ze a < n < b. Kromé toho budeme pro nékteré grafy pouzivat specidlni
terminy.

Definice. Graf G = (V, E) se nazyva

prdzdng jestlize V = E = ()

diskrétni jestlize £ = ()

dplng (klika) jestlize E = (g)

kruznice délky n > 3 jestlize V = (1,n), E = {{i,i+ 1},i € (1,n— 1)} U{{1,n}}

cesta délky n > 0 jestlize V = (0,n), E = {{i,i +1},i € (O,n —1)}.

Diskrétni graf na n vrcholech budeme znacit D,,, kliku na n vrcholech K,,, kruznici délky
n pak C), a konecné cestu délky n budeme znacit P,.

Jako prvni si dokdZeme vlastnost, ktera je celkem ziejma, kterd je vSak patrné nejs-
tarsi znamou grafovou vlastnosti, kterou dokazal jiz Leonhard Euler v osmnactém stoleti.

Definice. Necht G' = (V(G), E(G)), necht v € V(G). Cislo

de(u) = {v € V(G),{u,v} € E(G)}|
se nazyva stupen vrcholu v v grafu G.

Stupen vrcholu je tedy vlastné pocet hran, které dany vrchol obsahuji. V tomto smyslu
lze izolovany vrchol definovat jako vrchol stupné 0. Uzitecné je vSak pojmenovat i vrchol
stupneée 1.

Definice. Vrchol stupné 1 se nazyva koncovy vrchol grafu.

Nzni jiz slibovany nejstarsi vasledek teorie grafu. Od této chvile budeme zasadné
pocet vrcholu grafu znacit n, poc¢et hran pak m.
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Véta. V kazdém grafu plati

> dg(u) =2m
veV(Q)

Dikaz. Indukei podle poc¢tu hran grafu. Pokud G obsahuje jedinou hranu, je vSe jasné.
Necht tedy uvedena vlastnost plati pro véechny grafy s m—1 hranami a uvazujme graf G s
m hranami. Necht & je libovolna hrana grafu G a necht G’ je graf, ktery dostaneme z grafu
G vynechanim hrany h. Potom G’ obsahuje m — 1 hran a podle indukéntho predpokladu
je Y dg/(v) = 2(m —1). Potom ale ziejmé > dg(v) = > dg(v) +2=2(m — 1)+ 2 = 2m.
|

Disledek. Pocet vrcholulichého stupné je v kazdém grafu sudy.

Priklad. Pravidelné grafy, neexistence grafu jen s ruznymi stupni, konstrukce grafu,
ktery ma jen dvojici vrcholu stejného stupné.

Definice. Posloupnost ai, as, ... a, se nazyva grafovd posloupnost jestlize existuje graf o
vrcholech vy, vy ... v, takovy, ze dg(v;) = a;.

Grafova posloupnost je tedy takova, ke které existuje graf jehoz vrcholy maji stupné
rovnajici se ¢lenum posloupnosti. Z ptedchoziho je ziejmé, ze tato posloupnost musi
obsahovat pouze cela cisla mezi nulou a n — 1, kde n je pocet ¢lenu posloupnosti a ze
soucet clenu této posloupnosti musi byt sudy. Toto vSe jsou vsak jen nutné podminky.
Nutnou a postacujici podminku ndm dava nasledujici tvrzeni.

Véta. Posloupnost aq,as,...a, ve které je a;11 < a; je grafova prave kdyz je grafova
posloupnost as — 1,a3 — 1... 04,41 — 1, Ga,42, ... Qp.

Uvedené tvrzeni nam naznacuje, jak postupovat: odebereme prvni c¢len a hodnoty
dalgich ¢lent, jejichz pocet odpovidd hodnoté odebraného ¢lenu snizime o jednotku, dokud
nedojdeme k posloupnosti, ktera jiz evidentné grafova je nebo neni. Probiranim takto
vzniklych posloupnosti opaénym smérem pak snadno zkonstruujeme priklad grafu, jehoz
soubor stupnu odpovida dané posloupnosti. Izomorfni grafy maji samoziejmé tyz sou-
bor stupnu, pomérné snadno vsak najdeme veizomorfni grafy s tymz souborem stupnu.

Priklad. Existuji také grafové posloupnosti, které graf zadavaji az na izomorfismus
jednoznacné. Takovym piikladem je naptiklad posloupnost 3, 3, 3, 1, 1, 1.

Definice. Necht f : P, — G je homomorfismus f(0) = u, f(n) = v. Podgraf f(P,)
se nazyva sled z vrcholu u do vrcholu v. Je-li f hranovy monomorfismus, pak se f(P,)
nazyva tah, je-li f vrcholovy monomorfismus, pak se f(P,) nazyva cesta z vrcholu u do
vrcholu v.
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Jinymi slovy sled je takova posloupnost vrcholu grafu, ve které jsou kazdé dva
nasledujici vrcholy spojeny hranou, tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany, cesta je
sled, ve kterém se neopakuji vrcholy.

Definice. Jestlize pro kazdé u,v € V(G) existuje sled v G pak tikdme, ze graf G je

souvisly. Komponentou grafu G rozumime souvisly graf G' C G takovy, Ze neexistuje
C

souvisly graf G”, G' # G" C G.
Komponenta je tedy maximalni souvisly podgraf daného grafu. Nasledujici jednoduché
tvrzeni nam pak dévaji zdkladni vlastnosti komponent a souvislych grafi.

Véta. Necht u,v € V(G). Pak v G existuje sled z u do v pravé kdyz existuje cesta z u
do v.

Diikaz. Necht z v do v existuje cesta, pak tato cesta je i sledem. Necht mezi témito
vrcholy existuje v grafu sled, pak uvazujme sled nejkratsi délky. Potom moznost, ze se v
tomto sledu opakuji vrcholy vede exidentné ke sporu s timto predpokladem.

Disledek. G je souvisly pravé kdyz mezi libovolnymi dvéma vrcholy existuje cesta.

Véta. Necht G je souvisly graf. Potom v G existujicm minimalné dva vrcholy u, v takové,

ze grafy (V(G) \ u) a (V(G) \ v) jsou souvislé.

Véta. Relace p na mnoziné vrcholt grafu definovana vztahem upv prave kdyz v grafu ex-
istuje cesta z v do v je ekvivalenci a t¥idy ekvivalence jsou mnoziny vrcholu jednotlivych
komponent.

Dikaz je ziejmy.
Disledek. Dvé ruzné komponenty nemohou mit spolecny vrchol.

Diikaz. Necht P je nejdelsi cesta v grafu, necht v a v jsou jeji koncové vrcholy. Piedpoklddejme,
7e graf G’ = (G \ u) neni souvisly. Necht K je komponenta grafu G’ obsahujici cestu P.
Protoze G je souvisly a podle predpokladu K # G’, musi existovat cesta mezi libovolnym
vrcholem komponenty K a vrcholem grafu (V(G) \ V(K)) a tato cesta musi prochézet
vrcholem u. Z toho vyplyva, ze vrchol © mé souseda mimo komponentu K, coz je ovSem

spor s predpokladem, ze P je cesta maximalni mozné délky.

Polsedni tvrzeni ndm umoznuje dokazat dolni hranici pro pocet hran souvislého grafu.
Véta. Je-li G souvisly graf, pak |E(G)| > |[V(G)| — 1.

Dtikaz. Indukei podle poctu vrcholu grafu. Graf o dvou vrcholech musi jednu hranu
obsahovat, ma-li byt souvisly. Necht véta plati pro grafy o m vrcholech a necht G je
souvisly graf o n + 1 vrcholech, necht u je vrchol grafu G takovy, ze graf G' = (V(G) \ u)
je souvisly. Potom G’ obsahuje n vrcholu a tudiz podle indukéniho predpokladu obsahuje
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nejméné n — 1 hran. Protoze vrchol u nemuze byt izolovany obsahuje graf G minimélné
o jednu hranu vice nez graf G’ a véta tedy pro néj plati také.

Uvedené tvrzeni tedy mimo jiné iika, ze pokud graf obsahuje ptilis malo hran, nemuze
byt souvisly. Je vSak také zirejmé, ze pokud graf obsahuje velké mnozstvi hran, pak
uz souvisly byt musi. Nasledujici tvrzeni predstavuje vétu tohoto typu. Nejprve vsak
musime uvést jednu definici.

Definice. Cislo 6(G) = min,ey(q) da(v) se nazyvd minimdlni stuperi grafu G.
Véta. Jestlize 0(G) > 5|V (G)|, potom je G souvisly graf.

Diikaz. Necht G obsahuje vice nez jednu komponentu. Potom komponenta o nejmensim
poctu vrcholukrm nemuze obsahovat vice nez $|V(G)| vrcholii.  Stupen vrcholi  této
komponenty tak musi byt jesté minimélné o jednotku mensi.

Definice. Necht f : C,, — G je homomorfismus. Potom f(C,) se nazyvéa uzavieny
sled. Je-li f hranovy monomorfismus, pak se f(C,) nazyva uzavieny tah, je-li f vrcholovy
monomorfismus, pak se f(C,) nazyva kruznice.

Priklad. Znamé ilohy pro déti spocivaji v nalezeni nakresleni néjakého obrazku ”jednim
tahem”, coz grafové neznamend nic jiného, nez, predstavime-li si dany obréazek jako graf,
jehoz vrcholy jsou vSechny body, ve kterych se styka vice ¢ar a hrany pak jednotlivé
cary, otazku, zda v grafu existuje uzavieny tah, prochazejici vSemi hranami grafu. Touto
ulohou se zabyval a také ji vytesil jiz Leonhard Euler a graf, ve kterém existuje takovy
tah, se po ném nazyva eulerovsky. Odpovéd na tuto otézku je az prekvapivé jednoduch.

Véta. Souvisly graf je eulerovsky pravé kdyz obsahuje pouze vrcholy sudych stupnu.

Dukaz.

Je zajimavé, a netyka se to jenom tohoto prikladu, ze zatimco tloha tykajici se hran
je dobre resitelna, pak pro analogicky formulovanou tilohu tykajici se vrcholu neni jeji
efektivni feSeni znamo a neni ani znamo, zda takové feSeni muze existovat.

V nasem pripadé by se jednalo o ulohu nalézt kruznici prochézejici vrcholy daného
grafu. Tento problém je také znam jako problém obchodniho cestujiciho, kdy vrcholy
grafu predstavuji meésta, kterd ma obchodni cestujici navstivit a dva vrcholy jsou spojeny
hranou pravé kdyz mezi nimi existuje napi. primé letecké spojeni. Uloha pak zni jak
naplanovat navstévu téchto meést tak, aby vysla co nejlevnéji, v idealnim pripadé tak, aby
cestujici navstivil kazdé mésto pravé jednou.

Jako prvni si podobnou otazku polozil W. R. Hamilton, po kterém se grafy, ve kterych
existuje kruznice prochazejici vsechny vrcholy grafy hamiltonovské a danou kruznici hamiltonoskou
kruznici. Zatimco predchozi véta ndm dava jednoduchou nutnou a postacujici podminku
pro to, aby graf byl eulerovsky a dikaz véty pak udava i efektivni algoritmus pro nalezeni
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eulerovského tahu, pak pro hamiltonovské grafy zadné takova nutna a postacujici podminka
znama neni a tudiz i alegoritmy pro hlednani hamiltonovské kruznice musi vice mané
pracovat hrubou silou a jsou tudiz zna¢né neefektivni. Otazka, zda existuje efektivni
algoritmus pro hledani hamiltonovské kruznice je v ponékud obecnéjsi formulaci jednim
z nejvyznamneéjsich otevienych problému soucasné matematiky.

Protipélem grafu obsahujicich hamiltonovskou kruznici jsou grafy, kterd neobsahuji
vubec zadnou kruznici. Tyto grafy maji v teorii grafiu velky vyznam a tedy i vlastni
terminologii.

Definice. Souvisly graf, ktery neobsahuje zadnou kruznici, se nazyva strom. Graf, jehoz
komponenty jsou stromy, se nazyva les.

Stromy lze definovat také jinymi ekvivalentnimi vlastnostmi. Jedna z nich nam ika,
ze stromy jsou miniméalnimi souvislymi grafy ve smyslu existence vlastniho souvislého
faktoru. Pro¢ tomu tak je nam ukaze pomocnda véta, kterou uvedeme pied vlastni
charakterizaci.

Lemma. Necht G je souvisly graf, C' C G je kruznice v G, necht e € F(C). Potom graf
G' = G\ e je souvisly.

Diukaz. Necht e = {a,b} a nechf wu,v jsou libovolné dva vrcholy grafu G. Protoze G
je souvisly, existuje v GG sled z u do v. Jestlize e neni v tomto sledu obsazena, pak je
tento sled sledem mezi u a v i v G’ a jsme hotovi, pokud e je hranou tohoto sledu, pak
zkonstuujeme novy sled tak, ze na ¢asti z u do a budeme postupovat po puvodnim sledu,
poté projdeme z a do b po druhé ¢asti puvodni kruznice a pak se zase vratime na puvodni
sled. Tim evidentné dostaneme sled z u do v v G'.

Véta. Necht G = (V(G),E(G), n = |V(G)|, m = |E(G)|. Nésledujici tvrzeni jsou

ekvivalentni.
1. G je strom.
2. Yu,v € V(@) existuje pravé jedna cesta z u do v v G.
3. G jesouvisly am =n — 1.
4. G jeminimélni souvisly graf na mnoziné vrcholu V(G). Jinymi slovy G je souvisly
a neobsahuje zadny souvisly vlastni faktor.
Dikaz. Vétu dokazeme pomoci nékolika implikaci.

e 1=2
Protoze G je strom, je souvisly a tudiz mezi libovolnymi dvéma vrcholy existuje
cesta. Dvé cesty by vSak nutné vytvotily kruznici v G.
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e 2=1
Pokud G obsahuje kruznici, potom mezi vrcholy této kruznice existuji minimalné
dveé cesty.

o 1 =3

Indukci podle poctu vrcholi. Pro n = 1 je tvrzeni ziejmé. Necht tvrzeni plati
pro stromy o n vrcholech. Uvazujme na stromu G o n + 1 vrcholech nejdelsi cestu,
necht u je jeji koncovy vrchol. Graf G’ = (V(G) \ u) je podle jedné z piedchozich
veét souvisly, evidentné neobsahuje kruznici a je tedy stromem a podle indukéniho
predpokladu obsahuje n; hran. Kdybychom nyni vrchol u spojili se dvéma vrcholy
x,y grafu G, vytvorili bychom mezi z a y druhou cestu v G a tudiz by G nebyl
stromem. Proto u je koncovy vrchol grafu G, coz dokazuje druhy indukéni krok.

e 3=14
Vyplyva okamzité z faktu, ze souvisly graf musi obsahovat minimélné n — 1 hran.

o 4=1
Souvislost je pfedpokladem v obou bodech a kdyby G obsahoval kruznici, pak by
podle lemmatu pred vétou nebyl minimalnim souvislym grafem.

Ptedstavme si nyni nasledujici problém. Mame silni¢ni sit, kterd je zavata snéhem.
Je tfeba ji co nejrychleji zprovoznit tak, aby kazdé obec oblasti byla dosazitelna. Predstavime-
li si tuto sit jako graf, ve kterém vrcholy budou obce a dvé obce budou spojeny hranou,
pokud mezi nimi bude existovat silnice neprochéazejici jinou obci, pak se problém ptevadi
na problém najit v daném grafu jeho faktor obsahujici co nejméné hran, ale je pritom
souvisly a je tedy stromem.

Definice. Faktor grafu, ketry je stromem, se nazyva kostra.
Veéta. Kazdy souvisly graf obsahuje aspon jednu kostru.

Dikaz bude spocivat v udani algoritmu, jak danou kostru najit.

Vyjdeme z podgrafu grafu G obsahujicim pravé jednu hranu a budeme postupné
pridavat hrany tak, ze vzdy spojime vrchol jiz obsazeny hranou s vrcholem, ktery zatim
hranou obsazen neni. Je-li takovych moznosti vice, muzeme zvolit libovolnou takovou
hranu. Evidentné timto postupem nemuzeme vytvorit kruznici a po n—1 krocich dostaneme
graf s n vrcholy a n — 1 hranami, ktery neobsahuje kruznici a je tedy stromem.

Samoziejmeé se nyni muzeme ptat, kolik ma tloha najit kostru grafu feseni, ¢i jak tuto
ulohu vytesit optiméalnim zpusobem. Tyto problémy budou mimo jiné obsahem dalsich
kapitol. V nich se také dozvime vyznam definic, které uvadime na zavér tohoto odstavce.
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Definice. Necht |V(G)| = n, |E(G)| = m, necht graf G méa k komponent. Cislo
h(G) = n — kse nazyva hodnost grafu, ¢islo ¢(G) = m —n + k = m — h(G) se nazyva
cyklomatické cislo grafu.

3.3 Orientované grafy

V tomto odstavci budeme pod pojmem graf rozumét orientovany graf, nebude-li feceno
jinak. Opét pro nékteré grafy zavedeme specidlni terminologii.

Definice.
° Uplny’m orientovanym grafem K, je graf pro ktery £ =V x V.

e orientovand cesta ];; je graf pro ktery V/(P) = (0,n), E(P) = [i,i+1],i=0,1,...n—
1.

o cyklus 62 je orientovany graf pro ktery V(C) = (1,n), E(C) = [i,i + 1] U [n, 1].

Mezi neorientovanymi a orientovanymi grafy existuje samoziejmé vazba. Jestlize v
orintovaném grafu a "zrusime” orientaci jeho hran, pak vysledny neorientovany graf
nazyvame symetrizace grafu 5’ Naopak mame-li dan neorientovany graf G, pak z néj
muzeme utvorit dvéma pfrirozenymi zpusoby graf oreintovany. Jednou moznosti je ptitadit
kazdé hrané libovolnou orientaci. Pak hovotime o orientaci gratu G, ktera tedy jak je vidét
neni déna jednozna¢né. Nebo muzeme kazdou neorientovanou hranu {u, v} nahradit dvo-
jici orientovanych hran [u,v] a [v, u]. Pak hovoiime o symetrické orientaci grafu G.

Jak je vidét, mnozina hran orientovaného grafu 8’ je podmnozinou kartézského soucinu
V x V aje tedy relaci na mnoziné V. Proto se také ¢asto hovoii o orientovanych grafech
jako o relacich. Grafy bez smycek pak tak naptiklad reprezentuji antireflexivni relaci,
orientované grafy muzeme v tomto smyslu reprezentovat jako antireflexivni symetrické
relace apod.

Cviceni. Jak vypada graf ekvivalence?

Na orientované grafy lze prenést vétsinu vlastnosti zavedenych pro neorientované grafy
tak, ze se definuji jako vlastnost jejich symetrizace. Timto zpusobem se definuje naptiklad
souvislost grafu. Casto je viak vhodné definovat pojmy specificky pro orientované grafy.
Nelze napiiklad mechanicky pievést definici stupné vrcholu, nebot bychom se dostali do
problému s paralelnimi opac¢né orientovanymi hranami.

Definice. Nechf V € V(@). Cislo
di(w) = {u € V(G); [u,v] € E(g)}| se nazyva vstupni stupen vrcholu v

da(v) = {u € V(G); [v,u] € E(G)}| se nazyva vystupni stuper vrcholu v.
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Véta pro vstupni a vystupni stupné vrcholu, jejiz dukaz ponechavame jako cvicent,
se potom da vyslovit nésledovné.

Véta.

Y dg(v) = Y di(v) = |E(G)].

V podstaté analogicky jako pro neorientované grafy se zavadi terminy sled, tah c¢i
cesta.

Definice. Necht 5’ je orientovany graf, P, orientovand cesta, C, cyklus a necht f je

— —
zobrazeni z P, ¢i C), do G. Potom se f nazyva

— —

e orientovany sled jestlize f je homomorfismus P, do G.

e orientovany tah jestlize f je navic hranovy monomorfismus,

. , - . [ . s ,
e orientovand cesta v grafu G jestlize f je navic vrcholovy monomorfismus.
— —
o uzavreny orientovany sled jestlize f je homomorfismus C), do @G,
e uzavieny orientovany tah jestlize f je navic hranovy monomorfismus,

cyklus v grafu EJ jestlize f je navic vrcholovy monomorfismus.

Nasledujici obrazek nam ukazuje, ze jemnéjsi terminologii je vhodné zavést i pro sou-
vislost grafi. Na obrazku jsou totiz dva grafy, oba souvislé a presto je mezi jejich sou-
vislosti jisty rozdil. Zatimco v prvnim grafu existuje orientovand cesta mezi libovolnymi
dvéma vrcholy, pak ve druhém zadna orintovana cesta mezi vrcholy v a v neexistuje a
prvni graf je tak v jistém smyslu ”souvislejsi nez druhy graf. Mimo jiné proto se zavadi
nasledujici silnéjsi termin.

Definice. Rekneme, 7e graf a je silnesouvisly, jestlize pro kazdé z,y € V(a) existuje
v a orientovany sled z = do y. Maximalni silné souvisly podgraf grafu a se nazyva
kvazikomponenta grafu a

Je ziejmé, ze kazdy silné souvisly graf je také souvisly, opacné tvrzeni vsak neplati.
Proto se nékdy misto terminu souvisly pouziva termin slabé souvisly graf. Rovnéz tak se
snadno ukaze, ze slovo sled je mozné v definici silné souvislého grafu nahradit slovem
cesta, staci analogicky jako v neorientovaném ptipadé uvazovat sled nejkratsi mozné
délky. Nasledujitvrzeni vsak jiz tak evidentni neni.

Véta. Souvisly graf je silné souvisly pravé kdyz kazdd jeho hrana je obsazena v néjakém
cyklu.
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Dukaz. Je-li graf G silng souvisly a [u,v] € F (5), potom nejkratsi cesta z v do u vytvori
spolu s hranou [u, v] cyklus, ve kterém tato hrana lez{. Necht naopak v souvislém grafu a
lezi kazda hrana v cyklu. V symetrizaci tohoto grafu existuje cesta z u do v pro libovolné
dva vrcholy grafu 5’ , necht tuto cestu tvoif vrcholy u = vg,v1, ... v, = v. Nyni sestrojime
orientovany sled z u do v v 5 nésledujicim postupem: Je-li [v;,v;41],42=0,1,...k—1¢€
E(a), pak tuto hranu pouzijeme, je-li [v;,v;11] ¢ E(a), pak nutné [vii1,v;] € E(a)
a navic tato hrana lezi v néjakém cyklu. Pro konstruovany sled pak pouzijeme zbytek
tohoto cyklu.

Ruzné komponenty grafu jak znamo nemohou obsahovat spolecné vrcholy a ani nemo-
hou byt spojeny hranou. Toto druhé tvrzeni pro kvazikomponenty neplati, jak je vidét
treba z prikladu na obr. 7?7 Pro vrcholy vSak tvrzeni v platnosti zustava a je dusledkem
tvrzeni nasledujiciho, jehoz dukaz ponechdvame jako cviceni.

—

Véta. Relace oboustranné dosazitelnosti definovana na vrcholech V(@) orientovaného
grafu G vztahem upv pravé kdyz z u do v i z v do u existuje orientovany sled v G je
ekvivalenci a t¥idy ekvivalence jsou mnoziny vrcholujednotlivych kvazikomponent.

Orientovany graf je jak bylo feceno silné souvisly pravé kdyz kazda hrana lezi v
néjakém cyklu. Proti témto grafum je pak logické postavit grafy, ve kterych nelezi v
cyklu zadna hrana.

Definice. Rekneme, 7e G je acyklicky graf, jestlize neobsahuje zadny cyklus jako svij
podgraf.

Podobné jako v neorientovaném piipadé pro stromy lze i zde vyslovit nékolik ekviva-
lentnich tvrzeni, pred jejichz vyslovenim si nejprve uvedeme dvé definice. Je vSak nutno
podotknout, Ze témito ekvivalencemi podobnost se stromy konéi, struktura acyklickych
grafu je od struktury stromu zcela odlisna.

Definice. Rekneme, ze vrchol v € V(a) je
vstupni vrchol jestlize dé (v) =0

vystupni vrchol jestlize d%(v) =0.
Veéta. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni
1. 5 je acyklicky graf
2. Kazdy neprazdny podgraf grafu G obsahuje vstupni vrchol
3. Kazdy neprazdny podgraf grafu 5 obsahuje vystupni vrchol
4. existuje takové ocislovan{ vrcholit grafu ¢ éfsly 1,2...n tak, ze i, 7] € E(a) =

1<
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5. Kazdy orientovany sled v a je cestou

6. a neobsahuje smycky a mé jen jednovrcholové kvazikomponenty.

Dikaz. Jak je ve vétach tohoto typu obvyklé, dokazeme sérii implikaci.

o 1=2
Uvazujme libovolny vrchol v; acyklického grafu a . Pokud je tento vrchol vstupnim
vrcholem, jsme hotovi. Pokud ne, pak existuje vrchol vy takovy, ze [vy,v9] € E (Z})
Uvazujme nyni graf (V(a) \ v1). Je-li vy vstupni vrchol v tomto grafu, je vs-
tupnim vrcholem i v grafu a Jestlize ne, pak opakovanim tohoto postupu nutné
po konecném poctu kroku dojdeme ve vstupnimu vrcholu grafu 5‘ .

o 2=3
Jestlize v a zménime orientaci vSech hran, pak vstupni vrchol tohoto grafu je
vystupnim vrcholem grafu G.

e 3=14
Cislo 1 prifadfme vystupnimu vrcholu grafu G. Uvazujme graf Gi= (V(a) \ vp).
Tento graf rovnéz obsahuje vystupni vrchol, ktery oc¢islujeme jako 2 a tento postup
opakujeme.

o 4=1
Pokud by v a existoval cyklus, pak takové ocislovani nemuze existovat.

e 1 =5
Uvazuje sled, ktery neni cestou. Budto obsahuje smycky a a neni acyklicky nebo
musi obsahovat totozné vrcholy v; = v;,7 < j takové, ze mezi vrcholy v; a v; jiz

zadné vrcholy neopakuji. Podsled v;, viy1,...v; nutneé tvoii cyklus v G.

e 5 =1
Pokud v 8’ existuje cyklus, pak jeho nékolikanasobnym obéhnutim dostaneme sled,
ktery neni cestou.

e 1 =6
V obou tvrzenich je vysloven predpoklad, ze EJ neobsahuje smycky. Pokud by EJ
obsahoval vicevrcholovou kvazikomponentu, pak kazda hrana této kvazikomponenty
leziv cyklu slozeném z vrcholukrm kvazikomponenty a G nemize byt acyklicky.

e 6=1
Pokud v a existuje cyklus na vice nez jednom vrcholu, pak kvazikomponenta ob-
sahujici vrchol tohoto cyklu musi obsahovat vSechny jeho vrcholy.
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Podivejme se nym na vlastnosti oreintovanych grafu jako na vlastnosti relaci. Kazdy
orientovany graf G urcuje relaci na V(a) vztahem xpy < [x,y] € E(G) Je ziejmé, ze
relace urcend timto grafem je reflexivni pokud jeji graf obsahuje vSechny smycky, symet-
ricka, pokud obsahuje pouze smycky a paralelni opacné orientované hrany a antisymet-
rickd pokud zadné paralelni hrany neobsahuje. V pripadé, ze p je tranzitivni, pak pro
jeji graf musi platit, ze kdykoli v G existuje sled mezi u a v, pak nutné [u,v] € E(ZJ)
Toto tvrzeni by se dokazalo stejné jako analogické tvrzeni pro relace.

Podobné jako u relaci je tedy i u orientovanych grafu definovat jejich reflexivni
a reflexivné tranzitivni uzaveér grafu Z} tak, ze reflexivni uzaveér grafu daného relaci
p je graf 5’+ dany tranzitivaim uzavérem relace p, reflexivné tranzitivni uzaveér tohoto
grafu je pak graf 5* dany reflexivné tranzitivnim uzavérem relace p. Pomoci téchto
pojmu muzeme vyslovit dalsi tvrzeni ekvivalentné definujici acyklicky graf. V dikazu
pak pouzijeme zfejmého tvrzeni , ze relace dand acyklickym grafem je antisymetricka.

Véta.

— —+
Orientovany graf (G je acyklicky prave kdyz graf (' neobsahuje zadnou smycku.
Orientovany graf bez smycek G je acyklicky pravé kdyz graf ¢ je grafem uspotadani na
V(G).

Pokud by vrchol v grafu 5+ obsahoval smycku, znamenalo by to, ze v 8‘ existuje sled
z v do v a tedy sled, ktery neni cestou. Pokud naopak E} obsahuje cyklus, pak v jeho
tranzitivnim uzavéru budou vsechny vrcholy daného cyklu obsahovaly smycku.

Reflexivné tranzitivni uzaver hbovolneho grafu je pochopltelne reflexivni a tranzi-
tivni. Pokud [u,v] € E(G V&lv,u] € E(G ), pak v G existuje sled jak z u do v tak
z v do u. Spojenim téchto sledu pak ziskdme v G sled, ktery neni cestou. Naopak
pokud v G eX1stuJe cyklus delky alespon 2, potom pro vrcholy u, v z tohoto cyklu plati
[u,v] € E(G V&[v,u) € E(G ).

Popis kvazikomponent je podle ptedchozich tvrzeni velmi jednoduchy v pripadé acyk-
lickych a silné souvislych grafu. Jejich popis je vsak mozno provést u libovolnych grafu
nasledujicim postupem.

Definice. Necht ZJ je orientovany graf, 51, e 5k jeho kvazikomponenty. Graf E’C:
(V(Ge), B(Ge)), kde

V(Ge) ={G1,Ga; - - Gk}

E(ac) = {(a,aj),z # j a existuje x € V(ai),y € V(aj) tak, ze [z,y] € E(a)}

nazveme kondenzaci (redukovanym grafem) grafu a

Kondenzace grafu se tedy zkonstruuje tak, ze se kovazikomponenty nahradi vrcholy a
dvé kvazikomponenty jsou spojeny hranou jestlize mezi nimi vedla alespon jedna hrana
i v puvodnim grafu. Lze si ji tedy jednoduse predstavit jako "stazeni ” jednotlivych
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kvazikomponent do jedjiného vrcholu. Pojem kondenzace grafu pak umoznuje vyslovit
dalsi tvrzeni, jejichz dukaz jiz ponechavame jako cviceni.
Véta. Bud a orientovany graf. Potom

1. 5’0 je acyklicky graf.

2. 5‘ je silné souvisly pravé kdyz EJC je graf o jediném vrcholu.

3. G je acyklicky prave kdyz G=Ge.

4 Grafy a matice

V této kapitole si popiseme vztahy mezi grafy a maticemi a pfedev$im ruzné moznosti,
jak popsat graf maticovym zpusobem a jaké vlastnosti grafu z tohoto popisu lze vycist.

4.1 Inciden¢éni matice

Definice. Necht G je neorientovany graf, |V(G)| = n, |E(G)| = m. Matice M(G) typu
n x m definovand predpisem

| 1 jestlize wv; €e¢y
#7970 0 jinak
se nazyva (uzlo—hranovd) incidencni matice grafu G.

Definice. Necht Gor je neorientovany graf, |V (Gor)| = n, |E(Gor)] = m. Matice
M (Gor) typu n x m definovand predpisem

1 jestlize w;je pocatecnim vrcholeme;
iy =4 —1 jestlize v;je koncovym vrcholeme;
0 jinak

se nazyva (uzlo—hranovd) incidencni matice grafu Gor.

Incidencni matice grafu tedy v kazdém sloupci popisuje jednu hranu grafu a v kazdém
sloupci tak ma pravé dva nenulové prvky. Prave tento fakt ji dava specifické vlastnosti,
ze kterych lze vyéist i vlastnosti ji nédlezejictho grafu. Probereme je zvlast pro orientované
a neorientované grafy.

4.1.1 Inciden¢éni matice orientovaného grafu

Zde m4a incidenéni matice v kazdém sloupci pravé jednu jednotku a praveé jedno ¢éislo -1.
Z toho okamzité vyplyva
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—

Tvrzeni. Mnozina | fadka matice M(G) kde | < n je linedrné zavisla prave kdyz
existuje jeji neprazdnéd podmnozina majicinulovy soucet.

Diikaz. Jestlize takovd podmnozina existuje, je linedrni zavislost ziejma. Necht tedy
naopak mnozina [ fadku je linearné zavisla. 7 definice linearni zavislosti vyplyva,

!

7e existuji ¢isla aq, g, ...qq, alespon jedno ruzné od nuly takova, ze > a;a; = 0. V
i=1

tomto souc¢tu nyni vybereme ty radky, pro které je a; nenulové. Bez ijmy na obecnosti

muzeme predpokladat, Ze je to prvnich k fadki, nebot pichozeni fadkid v matici zna-

k
mend pouze precislovani vrcholu grafu. Potom vSak ma-li byt soucet > «;a; skutecné
i=1

roven nule, musi kazdy sloupec v téchto k Fadcich obsahovat bud samé nuly nebo alespon
dvé nenulova c¢isla. V ptipadé incidencni matice to znamena, ze v kazdém sloupci jsou
budto samé nuly nebo obé nenulovd ¢isla 1 a -1. Nulovy soucet viech téchto Fadka je
pak evidentni.

—

Zamyslime-li se nad touto vlastnosti prvnich k fadka matice M (@), musime dojit
k zavéru, ze z vrcholu odpovidajicich témto fadkum nemuze jiz vychézet ani do nich
vchazet zadnd hrana a tvoritedy (slabou!) komponentu grafu a pripadné sjednoceni
komponent. Naopak také soucet radku matice odpovidajicich komponenté grafu 5-’ je
nulovy. Po tomto zjisténi je jiz jednoduchy dukaz nasledujictho tvrzeni i jeho dusledku,
ktery ukazuje na opravnénost definice hodnosti grafu a jehoz dukaz jiz ponechame ¢tenari
jako cvicent.
Véta. Jeli G souvisly graf, pak T(M(a)) =n—1.

—

Dikaz. Protoze soucet viech fddku matice M (@) roven nule, je jeji hodnost mensi
nez n pro jakykoli graf. Nechf plati r(M (Z})) < n — 2. Potom v matici existuje linedrné
zavisla mnozina radku neobsahujici vSechny rfadky matice. Podle predchozich ivah vsak
vrcholy odpovidajici témto fadkum tvori komponentu grafu nebo sjednoceni komponent.
V kazdém pripadé tak v grafu a existuje komponenta neobsahujici vSechny vrcholy grafu
a tudiz graf G nemiize byt souvisly.

Dasledek. Jeli G graf s k komponentami, pak r(M(a)) = n — k, neboli hodnost grafu
je rovna hodnosti jeho inciden¢éni matice.

Protoze vime, Ze soucet fadku incidenéni matice je nulovy, neztracime zadnou infor-
maci, jestlize jeden jejitadek vynechame.

— —

Definice. Matice Mg(G) vznikla z matice M(G) vynechdnim posledniho fadku v sou-
vislém grafu G se nazyva redukovand incidencéni matice grafu G.

Slovo posledni by se dalo nahradit slovem libovolny, nebot v ptivodnim grafu to zna-
mend pouze precislovani vrcholu. Predpoklad souvislosti je vSak ve vyslovené definici
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dilezité, nebot jinak by nebylo mozné vyslovit nasledujici tvrzeni.

Véta. Nechi ¢ je souvisly graf bez smyécek. Ctvercovd podmatice M’ matice M R(a) fadu
n—1 jeregularni pravé kdyz mnozina hran odpovidajici jejim sloupcim je mnozinou hran
kostry grafu G.

—

Dikaz. Vynechanim sloupcu v matici Mg((G) dostaneme matici odpovidajici néjakému
faktoru grafu G. Ma-li to byt ctercova regularni matice, pak tento faktor musi byt
souvislym faktorem o n — 1 hranach, neboli musi to byt strom a tudiz kostra grafu.

O ¢tvercovych podmaticich redukované incidencni matice lze vsak fici vice.

Véta. Necht a je orientovany graf bez smy¢ek a necht A je libovolnd ¢tvercod podmatice

—

matice M (G). Pak |A] € {—1,0,1}.
Poznamka. Matice s touto vlastnosti se nazavaji totdlné unimoduldrni .

Diikaz. Indukei podle faddu r dané podmatice. Pokud r = 1 je tvrzeni ziejmé. Necht
tvrzeni plati pro n = k a uvzujme ¢tvercovou podmatici tadu k + 1, ozna¢me ji Agq.
Pokud tato matice obsahuje nulovy sloupec, je jeji determimant ziejmeé roven nule. Pokud
vsechny jeji sloupce obsahuji jak 1 tak -1, je soucet jejich fadkturoven nule a je tedy také
singularni. Zbyva moznost, ze Ajy1 obsahuje sloupec s pravé jednim nenulovym ¢islem.
Rozvojem podle tohoto sloupce pak dostaneme [Agi1| = (—1)"a;;|Ax|, kde a;; je jediné
nenulové ¢islo sloupce, podle kterého rozvoj délame, a je tedy rovno 1 nebo -1 a Ay je
¢tvercova podmatice fadu k a podle indukéniho predpokladu je |Ax| € {—1,0,1}. Nyni
jiz evidentné do této mnoziny patti i determinant matice Ay, 1.

Spojenim tohoto vysledku a véty znamé z linedrni algebry dostaneme vyznam re-
dukované incidencni matice, ¢i 1épe matice, kterd z této matice vznikne jednoduchou
operaci. Protoze nasledujici tvrzeni patii svym charakterem do linearni algebry, neb-
udeme uvadét jeho dikaz, musime vsak zavést nasledujici znaceni: Necht A je matice
typu p x ¢, kde p < ¢, necht I C {1,2,...q},|I| = p. Matici tvofenou sloupci z indexové
mnoziny [ znac¢ime Aj.

Véta. Cauchy — Binet
Necht A je matice typu p x ¢, p < q. Potom

AAT| = 5|4,

Podivejme se, co toto tvrzeni znamend pro redukovanou incidenéni matici. Druhé
mocnina determinantu je vzdy rovna nule nebo jedné, neboli kol zjistit velikost determi-
nantu redukuje na problém urcéeni poctu regularnich podmatic radu n — 1. Vzhledem k
tomu, ze tato matice je regularni praveé kdyz sloupce této podmatice odpovidaji kostte
grafu, je nasledujici tvrzeni jiz zifejmé.
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Véta. Nechi ¢ je souvisly graf bez smycek, M = M R(a). Pak pocet ruznych koster
grafu @ je roven |MMT].

Je dobré podotknout, ze se jedné o pocet ruznych koster, nikoli neizomorfnich. Dulezité
vsak také je, ze matici M M7 mizeme zkonstuovat snadno rovnou z grafu, jak ukazuje
nasledujici vztah.

Otézkanyni zni, zda by nebylo mozné zkonstruovat matici M M7 rychlejsim zptisobem,
nez pres incidenéni matici. Odpovedd je kladnd a je uziteénd piedeviim pro neoriento-
van’e grafy. Prvek na diagondle bude vlastné podle predpisu pro nasobeni matic roven
skaldrnimu soucinu odpovidajiciho fadku matice M (5*) se sebou samym. OvSem tam na-
jdeme nulu v piipadé, ze do vrcholu odpovidajiho danému sloupci nevede hrana a jednicka
nebo -1 pokud takova hrana existuje. Ve skalarnim souc¢inu pak dostanu vlastné pocet
hran z vrcholu vychéazejicich, neboli jeho stupen.

Mimo diagonélu pak se jedna o skalarni soucin odpovidajicich fadkia. Tam se mohou
potkat dvé nenulova ¢isla pouze pokud jsou tyto vrcholy spojeny hranou. Ve sloupci dané
hrany se v tomto piipadé setkaji jednicka a -1. Pokud graf neosahuje paralelni hrany
jako v predpokladu nasledujici véty, pak mué tato situace nastat nejvyse jednou. Tyto
uvahy vlastné jiz zminénou vétu dokazuji.

Véta. Necht G je souvisly neorientovany graf, 5 jeho libovolna orientace, A = M (5
JM(G)T, Ar = Mg(G)(Mg(G))". Potom pro vSechny prvky «; ; matice A plati

0 pro i#j {i,j} ¢ E(G)
Mij = =1 pro i#j {i,j} € E(G)
dg(v;) pro i=j

Matice Ag se pak sestroji z matice A vynechanim posledniho fadku a sloupce.

Definice. Matice zkonstruovana podle predchozi véty se nazyva Laplaceova matice soused-
nosti grafu G.

Priklad. Kolik existuje koster uplného grafu?
Je ziejmé, ze je tentyz jako pocet koster jeho libovolné orientace. Podle predchozi véty

muzeme rovinou sestavit jeho Laplaceovu matici sousednosti. Ta bude mit na diagonale
n — 1 a véude jinde -1. Zbyva urcit jeji determinant. Ctendi si muze snadno ovéfit, ze
pokud v prvnim kroku pricteme k prvnimu fadku vSechnyostatni a poté ke vSem ostatnim
rfadkum pricteme takto vznikly prvni tadek, lehce zjistime, ze tento determinant je roven

n"2, coz je také hledany pocet tiplného grafu.
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4.1.2 Inciden¢ni matice neorientovaného grafu

Zde obashuje inciden¢ni matice pouze hodnoty 0 a 1. Navic vétsinu vlastnosti grafu
vycteme z vlastnosti libovolné jeho orientace, jak je ziejmé z predchoziho paragrafu.
Dulezité vsak je, ze pokud obvyklé s¢itani a nasobeni nahradime séitanim a nasobenim
modulo 2, pak tvrzeni pro inciden¢ni matici orientovaného grafu zustanou v platnosti a
jejich dukazy budou identické.

Definice. Ozna¢me M (G) linedrni prostor nad télesem Z5 generovany fadky matice
M(G). Hodnosti modulo 2 matice M(G) znac¢enou he(M(G)) pak budemerozumét di-

menzi tohoto prostoru.

Jak jsme jiz uvedli, mnoho tvrzeni vyslovenych pro orientované grafy lze nyni vyslovit
i dokazat zcela analogicky. Omezime se proto pouze na jejich stru¢ny vycet.

Tvrzeni. Pro kazdy neorientovany graf G je ho(M(G)) <n — 1.

Véta. Necht G je souvisly neorientovany graf, 1 < r < n — 1. Pak libovolné mnozina r
fadku matice M(G) je linedrné nezdvisla (nad télesem 25).

Disledky:.

e Je-li G souvisly, pak ho(M(G)) =n —1

e M4-li G k komponent, pak hy(M(G)) =n —k

4.2 Matice kruznic

V tomto odstavci budeme vzdy pod terminem graf uvazovat souvisly neorientovany graf.
Navic narozdil od predchoziho paragrafu nebudou definované matice popisovat cely graf,
ale zaméri se pouze na nékteré jeho vlastnosti. Zde se, jak je jiz z nazvu odstavce patrné,
zameérime na popis kruznic v grafu. Nejprve vsak jedna pomocnéa definice.

Definice. Necht G je souvisly neorientovany graf, T' jeho kostra. Potom hrany kostry 7'
nazveme vétve a hrany mimo 7' tétivy..

Nyni kdyz budeme uvazovat graf, ve kterém zvolime néjakou jeho kostru, pak pokud
k této kostie pridame pravé jednu tétivu, dostaneme faktor puvodniho grafu, ktery bude
evidentné obsahovat pravé jednu kruznici. Zkusme tedy k této kostie pridavat postupné
vsechny tétivy grafu.
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Necht T je kostra grafu G, necht hy, ho, . .. h, jsou vechny tétivy grafu G vzhledem k této
kostie. Ozna¢me C; kruznici grafu T'+ h;, ktery vznikne z kostry 7' ptidanim této hrany.
Mnozina kruznic F' = {C4, Cy, ... C.} se nazyva fundamentalni soustava kruznic grafu G
vzhledem ke kostie T'.

Fundamentalni soustava kruznic samoziejmé obecné nepopisuje vSechny kruznice grafu
a zavisi na volbé kostry grafu. Nékteré vlastnosti, jako naptiklad pocet kruznic funda-
mentalni soustavy na volbé kostry nezavisi .

Definice. Necht G je souvisly neorientovany graf, Cy, Cs, ... C, vSechny jeho kruznice.
Matice C'(G) typu p x m definovana predpisem

| 1 jestlize h; € E(Cy)
g = 0 jinak

se nazyva uplnd matice kruznic grafu G. Podmatice Cr(G) typu ¢ x m jejiz tadky
odpovidaji kruznicim fundamentalni soustavy F'se nazyva fundamentdlni matice kruznic
grafu G.

Néasledujici véta pak uvadi zakladni vlastnosti pravé zkonstruovanych matic kruznic
grafu.

Véta. Necht G je souvisly graf, T jeho kostra a F' pifslusnd fundamentdlni soustava
kruznic. Potom

1. Pfi vhodném oéislovani hran grafu G je
Cr(G) = [I.|K]
2. hy(Cp(G))=c=m—n+1
3. M(G).(C(G)T =0
4. hy(C(G)) =¢

Dikaz.
1. staci jako prvni ocislovat tétivy a teprve poté vétve vzhledem k dané kostie.

2. plyne ihned z faktu, ze matice obsahuje jednotkovou podmatici.

3. Oznatme A = M(G).(C(G))T. Potom a;; = > pixyjk k-ty scitanec je piitom
k=1
roven 1 praveé kdyz k-t hrana lezi v j-té kruznici a obsahuje i-ty vrchol. Ale jestlize
vrchol v; na kruznici nelezi , pak takova hrana neexistuje a pokud ano, pak jsou
takové hrany pravé dvé. Soucet modulo 2 je tedy vzdy roven nule.
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4. 7 predchoziho bodu plyne, ze kazdy radek matice C(G) je Fesenim soustavy M (G)¥ =
0, tedy prostor generovany fadky matice C(G) je podprostorem prostoru vsech
feSeni této soustavy, jeji hodnost tedy nemuze bat vétsi nez dimenze tohoto pros-

toru, neboli hy(C(G)) < m — ho(M(G)) = m —n+ 1 = c¢. Protoze vsak C(G)
obsahuje podmatici Cr(G) hodnosti ¢, musi v uvedeném vztahu nastat rovnost.

Disledek. Kazda kruznice grafu G je modulo 2 souc¢tem néjakych kruznic libovolné
fundamentalni soustavy.

Kazda kruznice grafu G tedy lezi v prostoru nad télesem Z; generovany radky fun-
damentalni matice kruznic. Podivejme se tedy na zakladni vlastnosti tohoto prostoru,
ktery budeme znacit C(G).

Tvrzeni.

1. C(G) obsahuje vsechny tadky C(G).

2. Dimenze C(G) je rovnha m — n + 1.

3. C(G) L M(G)

4. C(G) je ortigondlni doplnék M(QG).

5. C(G) obsahuje hranové disjunktni sjednoceni kruznic grafu G.

Na zévér uvazujme, ze graf neni souvisly. Pak lze matici, at jiz fundamentalni nebo
uplnou reprezentovat jako spojeni odpovidajicich matic jednotlivych komplnent. Jeji
hodnost by tedy byla rovna m —n+k, kde k je pocet komponent grafu. I v tomto ptipadé

by prostory generované radky incidencni matice a fadky matice kruznic byly vzajemné
ortogondlnimi dopliky:.

4.3 Matice rezu.

Jak jesté dédle uvidime, v teorii grafi hraji dulezitou dlohu mnoziny hran, které graf
"rozdéli 7 na vice ¢asti. Takové mnoziny vSak musime presnéji definovat.

Definice. Necht G je neorientovany graf. Minimalni mnoZina hran R C E(G) takova,
ze G\ R mé o jednu komponentu vice nez G se nazyva (hranovy) rez grafu G.

Prvnim problémem je nyni popis mnoziny rezu. Opét se soustfedime pouze na souvislé
grafy, nebot v opacném pifpadé je mozné pracovat s kazdou komponentou zvlast. Nejprve
dvé pomocna tvrzeni.

Véta. Necht G je souvisly graf, R fez G. Pak existuje rozklad mnoziny V (G) na mnoziny
Vi, Vo takovy, ze {z,y} € R < x € Viky € Va.
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Dikaz. G\ R mé dvé komponenty a V; a V5 jsou mnoziny vrcholi téchto komponent.

Necht G je souvisly neorientovany graf. Pak pro kazdou kruznici C' C G a kazdy fez
R C E(G) plati |RN E(C)| = 0(mod 2), neboli kazdéd kruznice a kazdy fez maji sudy
pocet spolecnych hran.

Necht K; a K3 jsou komponenty grafu G'\ R. Za¢neme-li prochdzet vrcholy kruznice napf
v K; pak ke kazdému navratu do této komponenty potiebujeme dvé hrany fezu, jejich
celkovy pocet tedy bude sudy.

Prvni tvrzeni nam tedy tikd, ze kazdy fez definuje rozklad mnoziny vrchola. Je
prirozené se ptét, zda také naopak kazdy rozklad mnoziny V(G) definuje tez tak, ze ten
budou tvorit hrany spojujici odpovidajicich mnozin rozkladu. Odpovéd je zadpornd, nebot
vysledny graf muze obsahovat vétsi pocet komponent nezli pozadované dvé. Dulezité tedy
bude, aby grafy indukované na mnozinach rozkladu byly souvislé. To mame zaruceno
v pripadé, ze vezmeme kostru grafu a za tiidy komponent vezmeme mnoziny vrcholi
komponent vzniklych odstranénim jedné hrany z kostry. Nejen z tohoto duvodu se zavadi
nasledujici definice.

Definice. Necht G je souvisly graf, T jeho kostra a ey, es, ... e,_; hrany této kostry. Pro
kazdou e; € E(T) oznacme R; = {{z,y} € E(G);x,y jsou v ruznych komponentéch grafu
T —e;}. Mnozina F' = {Ry, R, ... R,_1} se nazyva fundamentdlni soustava tezi  grafu

G.

Definice. Necht G je souvisly graf, Ry, Ry, ... R, viechny jeho fezy, F fundamentaln{
soustava fezu. Matice R(G) typu r x m definovana

- J 1 jestlize e; € R;
Pii =\ 0 jinak

se nazyva uplnd matice (hranovijch) fezi  grafu G. Podmatice Rp(G) typu (n — 1) x m
matice R(G), jejiz tddky odpovidaji prvkum soustavy F' se nazyvé fundamentdlni matice
rezu  grafu G.

Nyni se opét podivejme na zakladni vlastnosti obou typu matic fezu.

Véta. Necht G je souvisly neorientovany graf, T  jeho kostra a F piislusnd fundamentéln{
soustava fezu. Potom plati

1. Pfi vhodném ocislovani hran grafu G je
Rp(G) = [In1|K]

kde I,,_1 je jednotkova matice fadu n — 1.
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4. hy(R(G)) =n—1

Diikaz.
1. Staciocislovat nejprve hrany kostry.
2. Plyne ihned z pfedchoziho bodu (obsahuje jednotkovou podmatici).

3. Podle predchozi véty ma kazda kruznice a kazdy tez sudy pocet spolecnych hran.

4. 7 (ii) plyne ho(R(G)) > n — 1, podle (iii) je R(G) ortogonalni k C(G), jeji radky
tedy lezi v ortogonalnim doplnku C(G) v Z5*. Ten mé dimenzi m—(m—n+1) = n—1
a tedy he(R(G)) < n — 1. Celkové tedy nastava rovnost.

Z posledniho tvrzeni vyplyva, ze linearni obal fadku matice R(G) je ortogonalnim
doplnkem prostoru kruznic C(G) v Z3*. V predchozi kapitole jsme vsak dokézali, ze tentyz
ortogondlni doplnék generuji také fadky incidenéni matice. Cili fadky matice R(G)
generuji tentyz prostor jako radky matice M(G). Proto ma opodstatnéni nésledujici
definice.

Definice. Prostor M(G) generovany fadky incidenéni matice grafu se nazyva prostor
rezt  grafu G.

4.4 Matice sousednosti

Z predchozich tupu matice pouze incidencni matice popisovala zadany graf jednoznacné,
meéla zase tu nevyhodu, Ze obecné mohla dosahovat znacné velikosti, coz bylo dano
mnozstvim nul v této matici obsazenych. Otazka proto zni, zda je mozné graf popsat

N

Definice. Nechf je orientovany graf. Ctvercovd matice S (a) fadu n definovand
predpisem

oo 1 jestlize  (w;,u;) € E(a)
“ 0 jinak

-
se nazyva matice sousednosti grafu G.

Pro neorientovany graf definujeme matici sousednosti jako matici sousednosti jeho symet-
rické orientace.
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U neorientovaného grafu jsme sejiz setkali s jednim typem matice sousednosti, s
Laplaceovou matici sousednosti. Mezini a takto definovanou matici sousednosti je zfejmy
vztah.

Véta. Necht G je neorientovany graf. Potom
L(G) = diag[dg(vy), .. .dg(v,)] — S(G).

Podobné jako u predchozich matic se i zde budeme ptat, jaké vlastnosti lze vycist z
matice sousednosti. U této matice je vhodné pracovat s jejimi mocninami.
(k)
,] .
orientovanych sledu délky k z vrcholu v; do vrcholu v; v grafu G.
Dikaz. Indukci podle k.

Pro k =1 je tvrzeni ziejmé. Pro k = 2 dostavame o

Véta. Nechf ¢ je orientovany graf. Potom prvek o, matice (S(G))* je roven poctu

1(2]) = Y 0,,0p . Je evidentni, Ze
p=1
v této sumé se scitaji pouze nuly a jednotky a sc¢itanec pro konkrétni p je roven jedné
prave kdyz z vrcholu v; vede orientovany sled do vrcholu v; ptes vrchol v,. Celkove tedy
skutecné dostaneme pocet orientovanych sledudélky 2 z v; do v;.
Nechf nyni véta plati pro (S(G))*~1. Potom (S(G))* = (S(G))*1.5(G) neboli UZ-(? =
(k—
D

> ot Vg -V kazdém séitanci této sumy pak o 2 predstavuje pocet sledu délky k—1
,p D,J
p=1

z u; do u, a 0, ; je rovno jedné pravé kdyz existuje hrana z u, do u;. Kazdy s¢itanec tedy
reprezentuje pocet sledu délky %k z u; do u; s pfedposlednim vrcholem wu,. Celkové pro
p=1,2,...n tak skutetné dostaneme pocet sledua délky k z u; do u;.

Definice. Nechi G je orientovany graf, nechf u a v jsou dva jeho vrcholy. Délka ne-
jkratstho orientovaného sledu z u do v v EJ se nazyva vzddlenost vrcholu — w,v v grafu EJ
a znagi da(u, v)). Neexistuje-li mezi u a v sled v G pak klademe da(u, v) = 00.

Pro neorientovany graf se vzdédlenost definuje jako vzdalenost v jeho symetrické orientaci.

Vzdalenost vrcholu v souvislém neorientovaném grafu je jednim z piikladu obefenéjsi
struktury. Metrickym prostorem nazyvame mnozinu M spolecné s funkci f: M x M —
(0,00), kterd splnuje nasledujici vlastnosti:

1. f(a,b)=0<=a=10
2. f(a,b) = f(b,a)
3. fla,b) + f(b,c) = f(a,c)

trojuhelnikovd nerovnost

Funkce f se potom nazyva metrika. Snadno se ovéri, ze v souvislém neorientovaném
grafu vzdalenost vrcholi spliuje pozadavky na metriku. V orientovaném grafu to pravda
neni, nebot tam obecné neplati druhé vlastnost metriky.
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Definice. Nechi G je orientovany graf. Ctvercovd matice D(a) fadu n definovana
predpisem

0ij = da(ui, uy)

se nazyva distancni matice grafu a )
Pro neorientovany graf G definujeme D(G) jako matici jeho symetrické orientace.

Nésledujici tvrzeni nam dava navod, jak distanéni matici konstruovat. Tato kon-
strukce neni piilis vhodné, nebot je zbytecné ¢asové narocné. Efektivnéjsi algoritmus si
uvedeme v pifsti kapitole, nebot jej lze sestavit pro obecnéjsi piipad.

—

Véta. Prvek ¢; ; matice D(G) pro i # j je roven nejmensi mocniné k, pro kterou je prvek
(k) e

0;; matice (S(G))* nenulovy.

Dikaz je z predchoziho ziejmy.
Nyni si uvedeme dalsiz fady ekvivalentnich tvrzeni pro acyklické grafy.
Véta. Graf G je acyklicky pra¢ kdyz existuje k € N takové, ze (S(a))k = 0.

Dtikaz. Jestlize El obsahuje cyklus, pak ziejmé na tomto cyklu existuje sled libovolné

délky a zadna mocnina tak nemuze byt nulova.Jestlize naopak EJ je acyklicky, pak je

kazdy sled cestou, nejdelsi sled muze mit délku maximalné n — 1 a proto (S (5’))” = 0.
Charakterizovat lze i matice sousednosti silné souvislych grafu.

Definice. Permutacni matice je matice, ktera obsahuje v kazdém tadku i sloupci prave
jednu jednicku a jinak nuly.

Je ztejmé, Ze permutacéni matice musi byt ¢tvercova a ze existuje bijekce mezi mnozinou
vsech permutaci n prvkia a vSech permutacnich matic fadu n, kdy n-ty prvek permu-
tace nam udava, na kterém misté je jednotkovy prvek v n-tém radku matice. Vyznam
permutacnich matic je ale také nésledujici: Necht A a P jsou ¢tvercové matice fadu n.
Potom soucin PA vlastné znamenda piehozeni radku matice A podle dané permutace,
soucin APT potom obdobné piehozeni sloupcii. Sou¢in PAPT pak tedy piedstavuje par-
alelni prehozeni fadku i sloupcu.

To mé velky vyznam pro matici sousednosti néjakého grafu, nebot potom matice
PAPT je matici sousednosti téhoz grafu jako matice A, pouze s jinak oc¢islovanymi vi-
choly. Predstavme si nyni orientovany graf, ktery neni silné souvisly a tudiz jeho kon-
denzace neni jednovrcholova. Pripomenme, ze kondenzace je acyklicky graf a oc¢islujme
kvazikomponenty v kondenzaci podle znamych pravidel pro ¢islovani vrcholi acyklického
grafu. V puvodnim grafu pak nejprve libovolné oc¢islujme vrcholy odpovidajici prvni
kvazikomponenté. 7 této kvazikomponenty mohou hrany vychazet pouze smérem ven
a proto v matici sousednosti nutné vznikne blok slozeny z nul. Tato tvaha vede k
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nasledujici definici a je také hlavni myslenkou dukazu charakterizace silné souvislych
grafu, jejiz peclivy dukaz ponechdavame ctenari.
Definice. Matice A se nazyva reducibilni, jestlize existuje permutacni matice P takova,
ze
Al | A
pApT — 1,1 | A2
0 1422

kde A; 1 a Ay, jsou Ctvercové matice.
Matice se nazyva ireducibilni, jestlize neni reducibilni.

Veéta. Orientovany graf je silné souvisly, pravé kdyz jeho matice sousednosti je ire-
ducibilni.

Priklad. Matice se nazyva blokové trojuhlelnikovd, jestlize jejidiagonala je pokryta
¢tvercovymi maticemi, pod kterymi jiz jsou pouze nuly. Pouze zobecnénim ptredchozi
charakterizace je tivaha, podle které 1ze vrcholy grafu ocislovat tak, ze tyto diagondalni
¢tvercové bloky budou odpovidat pravé kvazikomponentdm daného grafu. I z tohoto
duvodu se vétsinou povazuje matice fadu 1 s nulou jako svym jedinym prvkem za ire-
ducibilni.

5 Ohodnocené grafy

eeeeeee
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