Kapitola 9

Cesty v grafu

9.1 Matice sousednosti a pocty sledu

Definice 9.1 Necht G je orientovany graf na vrcholech {vy, ..., v,}. Matice sou-
sednosti grafu G je redlnd matice o rozmérech n x n, definovand predpisem
S(G) = (Uij), kde
S { 1 pokud vv; € E(G),
Y1 0 jinak

prot, 3 =1,...,n.
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Obrazek 9.1: Orientovany graf.

Napftiklad graf na obr. 9.1 mé matici sousednosti
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Matice sousednosti neorientovaného grafu je definovana jako matice soused-
nosti jeho symetrické orientace. (P¥ipomenme, Ze symetrické orientace je oriento-
vany graf, ktery vznikne, pokud kazdou hranu nahradime dvojici protichtidnych
orientovanych hran.)

103



104 Kapitola 9. Cesty v grafu

Pfi pocitani matice sousednosti naptiklad pro neorientovany cyklus Cy o délce
4 musime tedy prejit k orientovanému grafu na obr. 9.2 a zjistime, Ze matice
sousednosti je
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SCI=1|01 01
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Uy U3
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Obrazek 9.2: Symetrické orientace cyklu délky 4.

Z matice S(G) lze pomérné jednoduse zjistit pocet vSech sledu se zadanym
zacatkem, koncem a délkou v orientovaném grafu GG. Pro k > 0 budeme symbolem
(k) o L o . . , .
0;;" oznacovat prvek na pozici (i, j) v k-té mocniné matice S(G). Nultd mocnina
této matice je definovana jako identickd matice E,. Pro vrcholy z,y € V(G)

budeme pojmem zy-sled rozumét sled z = do y v grafu G.

Véta 9.2 Necht G je orientovany graf a k > 0. Prvek ai(f) matice (S(G))* je
roven poctu vyvj-sledi délky presné k v grafu G.

Dikaz. Oznacme pocet v;v;-sledit délky k jako Pz’; Dokazujeme tedy, ze Pz’; =
o, Pro stru¢nost budeme psat E = F(G). Ditkaz provedeme indukei podle k.

ij
Pro k = 0 je matice (S(G))* rovna identické matici, takze ag-J) = 1, pravé

kdyz i = j. Na druhou stranu sled délky 0 z v; do v; existuje, pravé kdyz i = j,
a pak je pravé jeden. Odtud Plg = ag-)). Pripad k& = 0 je tedy probran.

Necht je tvrzeni dokdzano pro k&' < k. Uvazme libovolny v;v;-sled (2, 21, - - -, 2k—1, 2k)
délky k (takze 29 = v; a 2, = v;). Vynechame-li posledni vrchol, dostaneme
v;zp—1-sled délky & — 1, z jehoZ posledniho vrcholu vede hrana do v;. Naopak
kazdy sled délky k — 1, ktery zacina ve vrcholu v; a konc¢i ve vrcholu, ze kte-
rého vede hrana do v;, urcuje v;v;-sled délky k. Jak lze snadno ovéfit, jedna se o
bijektivni vztah mezi sledy téchto dvou typii.

Pocet v;v;-sledtt délky k je tedy roven celkovému poctu v;ve-sledt délky k —1,
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kde v, probiha vSechny vrcholy s vlastnosti v,v; € E. Proto plati

Pho= ) Bit= > o

vp: vpv;ER vp: vpv;ER

_ (k=1) (1)
= Z Tig "0y
/=1

kde druhéa rovnost plyne z indukéniho predpokladu a posledni z definice nasobeni
matic (S(G))*!a S(G). O

Uvazme jako priklad sledy délky 3 v orientovaném grafu GG na obr. 9.3. Jeho
matice sousednosti a tfeti mocnina této matice vypadaji takto:

U1 : i52 : iﬂc

Obrazek 9.3: Orientovany graf na 3 vrcholech.

Z matice (S(G))? lze naptiklad vyd¢ist, Ze v grafu G existuje jeden vzv;-sled
délky 3 (totiZ vsvsv9v1) nebo til vovs-sledy délky 3: jsou to vovv9v3, V2V3VaVs A
VaU3V3Vs3.

Priklad 9.3 Uvazme neorientovanou kruznici Cy délky 4 s vrcholy ocislovanymi
proti sméru hodinovych ruc¢i¢ek. Urceme pocty sledi délky 4 mezi riznymi dvo-
jicemi vrchold v tomto grafu. Matici sousednosti grafu Cy jsme nasli na zac¢atku
kapitoly (pfechodem k symetrické orientaci). Snadno spocitame, ze

(S(Ca)* =

S o0 O
o O 0o O
O 0o O oo
co O oo O

Vidime, Ze pro sousedni vrcholy v;, v; neexistuje zadny v;v;-sled délky 4, zatimco
pokud ¢ = j nebo v; a v; jsou protilehlé, pak pocet takovych sledi je 8. Napii-
klad (uzaviené) sledy z vy do vy délky 4 jsou: v;vV1V9V], VIVLVIVLV], V1VU3V4VY,
V1V4V3V2V1, V1VU2U3V2V1, V1U4V3V4V1, V1V2V1VU4V1 @ V1U4V1V2V1.
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Cviceni

» 9.1 Necht L(G) je Laplaceova matice neorientovaného grafu G (viz kapitola 7).
Urcete soucet L(G) + S(G).

» 9.2 Kolik sledti délky 3 z vy do v, existuje v grafu na obr. 9.37 Najdéte je.

» 9.3 * Necht F}, je pocet xy-sledt délky k v grafu na obr. 9.4. Urdete rekurentni
vztah pro posloupnost (Fi, Fy,...).

Napovéda: Tato posloupnost se nazyva Fibonacciho posloupnost, podrobnosti
viz [Sl].

—

Obréazek 9.4: Urcete pocet xy-sledti.

9.2 Vzdalenost

Definice 9.4 Vzddlenost d(z,y) vrcholt x, y orientovaného grafu G je délka nej-
krat$i cesty z z do y. Pokud takova cesta neexistuje, polozime d(z,y) = oc.

Pojem vzdalenosti je zde definovan pro orientované grafy. Pro grafy neori-
entované jej mizeme definovat prostfednictvim symetrické orientace. Vzdalenost
vrcholll v neorientovaném grafu G je tak jejich vzdalenost v symetrické orientaci
tohoto grafu.

Podobné je tomu i u dalsich pojmt v tomto oddilu, které nebudeme explicitné
definovat pro neorientované grafy.

Definice 9.5 Distancni matice orientovaného grafu G s vrcholy vy,...,v, je

matice D(G) = (d(v'h Uj))

n
ij=1
o rozmeérech n x n.

Napftiklad distan¢éni matice grafu GG na obr. 9.1 je

D(G) =

2388 o
N = O =
—_ O N W
S = =N

Distan¢ni matice neorientovaného grafu je definovana jako distan¢ni matice
jeho symetrické orientace.
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Vidéli jsme, ze matice sousednosti a jeji mocniny umoznuji zjistit pocet sledt
dané délky mezi dvéma vrcholy. Snadno odvodime nésledujici tvrzeni, ve kte-
rém symbol U,L-(f ) nadale predstavuje prvek na pozici (i, j) v k-té mocniné matice

sousednosti S(G).

Tvrzeni 9.6 Prvek d(v;,v;) distancni matice D(G) je roven nejmensimu k, pro
ktere a§f) # 0 (pripadné oo, pokud takové k neexistuge).

Dukaz. Necht M je mnozina vSech k, pro které Ui(f) # 0. Cesta z v; do v; existuje
pravé tehdy, kdy# existuje n&jaky sled z v; do v;. Re€eno obraceng, d(v;,v;) = oo,
pravé kdyz M = (. Jsou-li splnény tyto podminky, tvrzeni plati.

Necht tedy délka nejkratsiho sledu z v; do v; je ko. Je jasné, Ze kg je nejmensi
prvek mnoziny M. Z cviceni 6.3 vime, Ze nejkratsi sled z v; do v; je nutné cestou,
takze také d(v;,v;) = ko. Dikaz je hotov. O

Z uvedeného tvrzeni dostavame horni odhad ¢asové naroc¢nosti sestaveni distanc¢ni
matice. Vzhledem k tomu, Ze vzdalenost libovolnych dvou vrcholt je bud mensi
nez n, nebo nekoneéna (graf na n vrcholech neobsahuje zddnou cestu délky > n),
staci pro zjisténi matice D(G) spocitat n—1 mocnin matice sousednosti S(G). Vy-
pocet kazdé mocniny spoc¢iva ve vynasobeni dvou matic o rozmérech n x n, které
vyzaduje O(n?) aritmetickych operaci. Celkova doba vypocétu tak bude O(n?).

Ukazme si aplikaci tvrzeni 9.6 na grafu G z obr. 9.1. Jeho distan¢ni matici jsme
sice odvodili i pfimo z definice, u vétsich graft je vSsak mnohem jednodussi pouzit
nasledujici obecny postup. Spocitame prvni ¢tyfi mocniny matice sousednosti
(véetné nulté). Jednotlivé polozky jsou zvyraznény v nejnizsi mocniné, kde jsou
nenulové:

1000 1100
o | 0100 . ooo1
0001 0 010
1101 1111
, _[0o010 s o101
0101 0 011

Pro kazdou polozku nyni zapiseme, ve které mocniné je zvyraznéna; dosta-
neme distancni matici D(G). VSimnéme si, Ze u polozek, které jsou nulové ve
viech (S(G))* pro k < n, mtizeme psat co.

D(G) =

8838 o
N = O =
_ o N W
S = =N
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Z mocnin matice sousednosti lze urcit, zda je dany graf acyklicky.

Tvrzeni 9.7 Orientovany graf G je acyklicky, prdvé kdyz néjakd mocnina jeho
matice sousednosti je nulovd.

Dikaz. ‘=": V acyklickém grafu je kazdy sled cestou. Ma-li graf n vrcholi, pak
v ném neexistuje cesta na n + 1 vrcholech (cesta délky n), a tedy ani zadny sled
délky n. Podle véty 9.2 je (S(G))" = 0.

‘" Necht (S(G))* = 0. Podle véty 9.2 v grafu G neexistuje zadny sled délky
k. Pokud ovSsem G obsahuje néjaky cyklus C', obsahuje také sledy vsech délek
(stac¢i obchézet C' kolem dokola). Graf G tedy musi byt acyklicky. O

Cviceni
» 9.4 Ovéite, ze funkce d(x,y), udavajici vzdalenost vrcholi x,y v souvislém

neorientovaném grafu G, je metrika' na mnozing V(G), tedy Ze pro kazdé =, y, 2z €

V(G) plati:
1) d(z,y) > 0, pficemz d(z,y) = 0, pravé kdyz = = y,

(
(2) d(z,y) = d(y, ),
(

3) d(z,y) +d(y,z) > d(x,z) (‘trojuhelnikovd nerovnost’).

» 9.5 Urcete distan¢ni matici neorientované kruznice C), a orientovaného cyklu
C,, na n vrcholech.

» 9.6 Dokazte, Ze lezi-li vrcholy v;,v; v rznych kvazikomponentéch orientova-
ného grafu G, pak d(v;,v;) = oo nebo d(v;,v;) = oco.

» 9.7 Jak lze z distancni matice orientovaného grafu poznat, zda je graf silné
souvisly?

9.3 Ohodnocené grafy

Uvazme graf, jehoz vrcholy jsou evropska mésta a hrany jsou zelezni¢ni traté,
které je spojuji. Chceme-li najit nejkratsi cestu vlakem dejme tomu z Budapesti
do Parize, neni ani tak dilezité, kolik hran naseho grafu bude tato cesta obsahovat
— zajima nas spise, kolik kilometr bude mérit. Bude tedy nutné pridat do grafu
dodatec¢nou informaci o ‘délce’ jednotlivych hran. Dostaneme tzv. ohodnoceny
graf.

! Metrika na obecné mnoziné X je funkce f : X — R, splitujici pro kazdé x,y, 2 € X uvedené
tfi podminky. Mnoziné X spolu s funkci f se pak rika metricky prostor.
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Definice 9.8 Ohodnoceny orientovany graf (G,w) je orientovany graf G spolu
s realnou funkci w : E(G) — (0,00). Je-li e hrana grafu G, ¢islo w(e) se nazyva
jeji ohodnoceni nebo vdha.

Podobné je definovana neorientovana verze ohodnoceného grafu. I v tomto
oddilu budeme hovotit predevsim o orientovanych grafech, s tim, Ze k neorien-
tovanému pripadu lze vzdy prejit pres symetrickou orientaci. Ohodnoceni hran
symetrické orientace grafu (G, w) je pFirozené odvozeno z ptivodniho ohodnoceni
(obé protichtidné hrany vzniklé z neorientované hrany e dostanou ohodnoceni
w(e)).

Casto je vhodné uvazovat grafy bez ohodnoceni jako specialni piipady ohod-
nocenych grafii, v nichz je vaha kazdé hrany rovna jedné. V ramci této predstavy
muzeme definovat nasledujici zobecnéni matice sousednosti.

Definice 9.9 VidZend matice sousednosti ohodnoceného orientovaného grafu (G, w)
s vrcholy vy, ..., v, je matice W(G) = (w;), kde

| w(vivy) pokud viv; € E(G),
Wij = 0 jinak,

prot, 3 =1,...,n.

Vsimnéme si jedné diilezité véci: nezaporné ¢tvercové matice jednoznacné od-
povidaji ohodnocenym orientovanym grafim. Napiiklad matici

301 00
0 0 26
W= 0 0 01
0 25 00
odpovida graf na obr. 9.5.
Vg
2.5
’ U1 0.1 U !
2
U3

Obrazek 9.5: Ohodnoceny orientovany graf G popsany matici W.

Ptirozenym zobecnénim délky cesty v neohodnoceném grafu je jeji vaha.

Definice 9.10 Viha w(P) cesty P v ohodnoceném orientovaném grafu (G, w)
je soucet vah jednotlivych hran této cesty. Jsou-li u, v vrcholy grafu G, pak mini-
malni cesta z u do v je kazda cesta, jejiz vaha je minimalni (tj. Zddna cesta z u do
v nema mensi vahu). VdzZend vzddlenost d“(u,v) vrchold u, v je vdha minimalni
cesty z u do v.
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Poznamenejme, ze podle této definice je specidlné d*(u,u) = 0. Déle si vSim-
néme, ze minimalni cesta z v do v zdaleka nemusi byt nejkratsi, pokud jde o
pocet hran. Prikladem je graf na obr. 9.6.

Uu 10 v

Obrazek 9.6: Minimalni cesta z v do v nemusi byt nejkratsi.

9.4 Hledani minimalni cesty

Jak lze najit vazenou vzdalenost vrchol v ohodnoceném grafu? Asi nejznaméjsim
postupem je Dijkstriv’ algoritmus, ktery si ukdZeme v tomto oddilu. Vstupem
algoritmu je ohodnoceny orientovany graf (G, w) a vrchol v € V(G). Jeho vystu-
pem je pro kazdy vrchol x:

(1) vazena vzdalenost d“(v,x) vrcholi v a x,
(2) (néjakd) minimdlni cesta P, z v do =.

‘Pocitd’ tedy mnohem vic nez jen vazenou vzdalenost dané dvojice vrcholfi.

Algoritmus probéhne v nejvyse n krocich. V celém jeho pribéhu bude defino-
van strom 7T, jehoz vrcholy tvofi podmnozinu V' (G) (na pocatku to bude jediny
vrchol v, postupné se 7' rozsifi az na kostru grafu G). Pro kazdy vrchol z € V(G)
bude déle uréen odhad vzdalenosti ¢(z). I toto ¢islo se typicky bude ménit a po
dokonéeni algoritmu bude rovno vazené vzdalenosti d* (v, z). Pro vSechny vrcholy
z s kone¢nou nenulovou hodnotou ¢(z) bude definovéan jejich predchidce Z.

I. Priprava: 7T budiZ strom na jediném vrcholu v. Polozime ¢(v) := 0 a pro
v8echny ostatni vrcholy x € V(@) definujeme c¢(x) := co. Pfedchiidce neni uréen
pro zadny vrchol.

I1. Jeden krok algoritmu: Pokud V(7') je kostra grafu G nebo kazdy vrchol
z ¢ V(T) mé c¢(z) = oo, prejdeme na bod III. Jinak mezi vrcholy z ¢ V(T
vybereme vrchol z, ktery ma minimalni hodnotu ¢(zx). Je-1i jich vic, zvolime mezi
nimi libovolné. Pfiddme do stromu 7" vrchol x a hranu Zz (pfedchidce vrcholu
je jisté definovan, protoze c¢(x) je konecné).

2E. W. Dijkstra, holandsky matematik.
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Déle pro v8echny vrcholy z ¢ V(T'), pro néz je xz hranou grafu G, pfepocitame
odhad vzdalenosti: je-li ¢(z) + w(zz) < ¢(z), polozime ¢(z) := c¢(x) + w(xz) a
rovnéz zZ = x. Opakujeme bod II.

ITI. Konec: Pro kazdy vrchol x € V(T) je hledanou minimalni cestou P,
cesta z v do = ve stromu T (ktera je jednozna¢né urcena). Jeji vdha uréuje vazenou
vzdélenost d"(v,x). Pro ostatni vrcholy = Zadnd cesta z v do z neexistuje a
d* (v, x) = 0.

Cviceni

» 9.8 Které matice odpovidaji ohodnocenym neorientovanym grafiim?

» 9.9 Najdéte Dijkstrovym algoritmem minimalni cestu z vrcholu v do vrcholu
v v grafech na obr. 9.7.

3 12
u 1 i
(a)
8 7
u v

4 4

—
¢]
~

Obréazek 9.7: Najdéte minimélni cestu z u do v.
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9.5 Matice vazenych vzdalenosti

K zachyceni vazenych vzdalenosti vSech dvojic vrcholi v ohodnoceném oriento-
vaném grafu slouzi nasledujici matice.

Definice 9.11 Matice vdZenych vzddlenosti (téz w-distancéni matice) ohodnoce-
ného orientovaného grafu (G, w) s vrcholy vy, . . ., v, je matice D¥(G) o rozmérech
n x n, kde

D*(G) = (d"(v;, Uj))ZjZI'

Jednou moznosti, jak ji sestrojit, je pouzit Dijkstriv algoritmus. Ten nam
libovolny jeji fadek najde v ¢ase O(n?), takZe celkovy ¢as vypoctu je O(n?).

Ukéazeme si jinou jednoduchou metodu, ktera pracuje v o néco horsim case
O(n*). Nejprve pomocnd definice. Necht je ddno k > 1. Cesta z v; do v; je k-
minimalni, pokud jeji délka je nejvyse k a pokud Zadnd jina cesta z v; do v; o
délce nejvyse k nema mensi vahu.

Ozna¢me jako Dy matici, jejiz prvek dj; na pozici (i,j) je roven vaze k-
minimalni cesty z v; do v; (pfipadné ma hodnotu oo, pokud takova cesta ne-
existuje). Vzhledem k tomu, ze kazda cesta ma délku nejvyse n — 1, musi byt
matice D,,_; rovna hledané w-distan¢ni matici D*(G). Otazkou tedy je, jak ma-
tice Dy sestrojit. Pro k = 1 je to snadné — pro prvky dilj zjevné plati:

0 proi=yjy,
di; = ¢ w(vw;) proij € E(G),
oo jinak.

Matice D; tedy bude témét shodna s vahovou matici W(G), aZz na to, Ze nuly
mimo hlavni diagondlu jsou v matici Dy nahrazeny hodnotami oco.

Dejme tomu, Ze jiz zname matici Dy, a chceme sestrojit matici Dy.y;. Zacnéme
pozorovanim. Necht P je k-minimalni cesta z v; do v;. Odebranim posledniho
vrcholu vznikne cesta P’ z v; Feknéme do v,. Tato cesta musi byt (k—1)-minimalni,
jinak bychom dostali spor s k-minimalitou cesty P. Odtud vidime, ze pro délku
df; k-minimélni cesty z v; do v; plati

dfj = dfp_l + w(vyv;)

pro néjaky vrchol v, s vlastnosti v,v; € E(G). Pfestoze piedem nevime, o ktery
vrchol v, se jedna, miZeme psat

ik = xén (df;l + d;j), (9.1)

1

pficemz vyuzivame fakt, ze pokud vv; ¢ E(G), pak d}j = 00, takze v minimu
bude dany soucet zanedban.
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Vsimnéme si, Ze vzorec (9.1) ndpadné piipominé definici nasobeni matic —
pouze obsahuje minimum na misté sumy a soucet na misté soucinu. Skutecné,
pokud na redlnych cislech ‘predefinujeme’ s¢itani a nasobeni predpisem

cBHy = min(z,y),
Uy = x4,

pak plati, Ze matice Dy, je sou¢inem matic Dy a D; vzhledem k operacim H a
(1. Indukci snadno dostaneme néasledujici vétu.

Véta 9.12 Matice Dy, je k-tou mocninou matice Dy vzhledem k operacim H a
(. O

Vidime, zZe ke spo¢itani matice D" (G) sta¢i provést n — 2 ‘vynasobeni’ matici
D,. Nasledujici tvrzeni tika, Ze tento proces lze navic prerusit jiz v okamziku,
kdy se ‘vynasobenim’ matice poprvé nezmeénila.

Tvrzeni 9.13 Pokud pro néjaké ¢ > 1 plati Dyy = D,, pak Dy je hledanou
matici D*(G).

Dikaz. Dokazeme indukci, ze za daného predpokladu pro vSechna k > ¢ plati

Dy = Dy (*)

Pro k = g 4+ 1 je tvrzeni pravdivé. Dejme tomu, Ze je chceme dokazat pro dané
k > q + 1 za predpokladu, Ze pro k — 1 tvrzeni (*) plati.

Podle indukéniho ptedpokladu miizeme élen df, ' ve vzorci (9.1) nahradit
hodnotou df,. Dostavame tak rovnost df’j = dff ' Proto D, = D,41 a tim padem
Dy, = D,. Tvrzeni (*) je tak dokdzano pro vSechna k > g.

Diikaz je u konce, jakmile si v§imneme, ze pro kazdé k > n—1 je Dy, = D¥(G).
O

Cviceni

» 9.10 Najdéte matici vazenych vzdalenosti D" (G) ohodnoceného orientova-
ného grafu G, ktery je dan nésledujici matici sousednosti:

(a)

W(G) =

S oo~ O
NN O W
o O O
O N W o
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