Kapitola 4

Booleovy algebry

4.1 Definice

Definice 4.1 Necht (X, <) je svaz s nejmensim prvkem 0 a nejvétsim prvkem 1.
Komplement prvku x € X je kazdy prvek y, pro ktery plati

xVy=1 xzAy=0.

Ptedstavu o pojmu komplement poskytuje svaz podmnozin libovolné mnoziny
A, kde komplementem mnoziny B C A je prosté mnozinovy doplnék A\ B. (Je
totiz jasné, ze sjednocenim mnoziny B a jejiho dopliiku je cela mnozina A, zatimco
jejich prunik je prézdny.)

V tomto pripadé je komplement urcen jednoznacné. Obecné tomu tak byt
nemusi, ale v pripadech, o které se budeme zajimat, plati, ze komplement libo-
volného prvku je nejvyse jeden:

Tvrzeni 4.2 Je-li (X, <) distributivni svaz s 0 a 1, potom kaZdy prvek x € X
ma nejuyse jeden komplement.

Dukaz. Necht x € X méa komplementy y a 3. Podivejme se na prvek

p=yA(@Vy).

Na jednu stranu je x V¢ = 1, a tedy p = y. Na druhou stranu z distributivity
mame p = (yAx)V (yAy') =0V (yAy') =yAy'. Zkratka a dobfe y = y Ay, coz
podle tvrzeni 3.2 znamena, ze y < 1. Zcela symetrickym zptusobem ale dostaneme
y <y, takZe y = ¢ a dikaz je u konce. O

Svazim s 0 a 1, kde kazdy prvek ma néjaky komplement, se fika komplemen-
tarni svazy.

Definice 4.3 Booleova algebra je distributivni komplementarni svaz s prvky 0 a
1. Pouziva se také pojmu Booleuv svaz.
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40 Kapitola 4. Booleovy algebry

V Booleové algebie méa tedy kazdy prvek x pravé jeden komplement, ktery se
znaci .

U Booleovych algeber je rovnéz ¢asto prijimana konvence, které se pridrzime i
my, totiZ znacit operaci suprema jako + a operaci infima jako - (pfi¢emz tecka se
stejné jako u bézného soucinu obvykle vynechava). Piepiseme-li tedy napfiklad
definici komplementu v tomto novém znaceni, dostaneme v +z = 1 a xz = 0.
Zakony distributivity v novém havu vypadaji takto:

o x(y+z)=(r-y)+(z-2),
e+ (y-2)=(x+vy) (x+2).
Prvni z nich vypada jako ‘stard znama’ distributivita u ¢iselnych operaci, prosté

roznasobeni zavorky. Druhé rovnost, ktera neplati o nic méné, ale u ¢isel zadnou
obdobu nemaé.

Cviceni
» 4.1 Rozhodnéte, zda mnozina X C N spolu s usporadanim danym délitelnosti
je (1) svaz, (2) distributivni svaz, (3) komplementéarni svaz, (4) Booleova algebra.

(a) X ={1,2,3,12,18,30, 180},

(b) X =1{1,2,4,6,7,10,60,420},

(c) X ={1,2,3,5,6,10,15,30}.
» 4.2 Ukazte, ze nasledujici usporadané mnoziny nejsou Booleovy algebry:

(a) {1,2,3,4,12} s usporadanim danym délitelnosti,

(b) svaz délitelu ¢isla 90.

(c) X =11,2,4,6,7,10,60, 420},
» 4.3 * Ozna¢me mnozinu vSech déliteld daného ¢isla n jako D(n). Uvazme
mnozinu D(n) jako uspofadanou relaci délitelnosti. Dokazte, ze D(n) je pro li-
bovolné n svazem (nebo si vzpomeiite na cviceni 3.17). Urcete, pro ktera n je
D(n):

(i) distributivnim svazem,

(ii) komplementarnim distributivnim svazem,

(ili) Booleovou algebrou.

» 4.4 Necht u, v jsou prvky linedrniho prostoru Z% nad Z,. Definujme min(u, v)
jako vektor, jehoz i-t4 souradnice je rovna minimu z i-tych souradnic vektorti w
a v. Dokazte, ze Z4 je Booleova algebra vzhledem k operacim

u A v = min(u, v),

u Vv =u-+v+min(u,v).
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4.2 Booleovské pocditani

Véta 4.4 (De Morganovy zakony) V Booleové algebie A plati pro kaZdé x,y €
A:

(a) .T+y:fg,
(b) Zy =7 +7.

Dikaz. Dokazme ¢ast (a), tedy Ze prvek Z - g je komplementem prvku z + y.
Nejprve je tieba ukazat, Ze (x+y)+ (z-7) = 1. K tomu pouzijeme distributivitu.
Ta nam ika, Ze p := (x +y) + (T -79) = (x +y + Z) - (v +y + §). Z definice
komplementu ale je x +x =1, a tedy i * +  + y = 1. Podobné i druhé zavorka
je rovna jedné, takze p=1-1=1.

Ve druhé poloviné diikazu ¢asti (a) musime ukézat, ze prvek ¢ := (z+y)-(Z-7)
je roven nule. Argument je podobny: z distributivity ¢ = [z - (Z-§)] + [y - (Z - §)],
a protoze zx = yy = 0, jsou obé hranaté zavorky nulové a ¢ = 0+ 0 = 0.

Cast (b) se dokazuje symetricky. O

Pravidla pocitani v Booleovych algebrach shrnuje nasledujici véta:

Véta 4.5 Pro libovolné prvky a, b, c Booleovy algebry B plati:

(1) a+a=a,

(2) a+b=b+a (komutativita),

(3) a4+ (b+c)=(a+b)+c (asociativita),
(1) a+(ab)=a,

(5) a(b+c)=(ab) + (ac) (distributivita),

(6) a+0=a,
(7) a-0=0,
(8) 1=0,
(9) a+a=1,
(10) @ =a,

(11) a+b=a-b (De Morganovy zdkony),

a rovnéz dudlni formy vsech téchto turzeni (ve kterych zameénime symboly + a
- a symboly 0 a 1).

Diikaz. Vétsinu téchto tvrzeni jsme jiz dokazali nebo plynou piimo z definic.
Cast (10) plyne z toho, 7e definice komplementu je symetricka: je-li Z komple-
mentem prvku z, je také x komplementem prvku z, a tedy x = z. O
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Cviceni

» 4.5 Ukazte, Ze bod (1) véty 4.5 plyne z bodu (2), (3) a (4).

4.3 Booleovy algebry podmnozin

Dilezitym ptikladem Booleovych algeber jsou jiz zminéné svazy podmnozin.
Vime, ze soubor vSech podmnozin mnoziny X (spolu s uspofadanim inkluzi) tvori
svaz. Je to dokonce svaz distributivni (pro¢?), a na za¢atku kapitoly jsme zjistili,
ze je i komplementarni. Jedné se tedy o Booleovu algebru. Budeme ji oznacovat
symbolem 2%. (Pro jistotu upozornéme, Z%e se zde nejednd o umoctiovani ¢isla 2.)
Nulovym prvkem v této Booleové algebfe je prazdna mnozina (), prvek 1 je celd
mnozina X.

Podivejme se pro mala n podrobnéji na Booleovu algebru tvorenou vsemi pod-
mnozinami néjaké zvolené n-prvkové mnoziny. Tato algebra mé 2" prvki. Obr. 4.1
ukazuje Hasseovy diagramy Booleovych algeber 2%, kde X probih4d mnoziny {a},
{a,b}, {a,b,c} a {a,b,c,d}. Pro vétsi prehlednost u obrazka (c¢) a (d) vyne-
chavame mnozinové zavorky. Napiiklad zapis bed tak predstavuje podmnozinu
{b, ¢, d}, nikoli soucin b - ¢ - d (ten je ostatné nulovy).

Je-li mnozina X jednoprvkové, pak Booleova algebra 2% m4 pouze dva prvky,
totiz 0 a 1. Pozdéji uvidime, Ze tato algebra, kterou budeme znacit symbolem Bs,
pres svou jednoduchost hraje mezi Booleovymi algebrami prominentni tlohu.

Operace souctu, soucinu a komplementu v libovolné Booleové algebfe miizeme
zapsat tabulkou, podobné jako napt. u operaci v télese. Ve zminéné algebie B, je
vysledkem tab. 4.1.

+10 1 10 1 T | T
010 1 0(0 O 01
111 1 110 1 110

Tabulka 4.1: Operace v Booleové algebte Bs: s¢itani, nasobeni a komplement.

Operace ve &tyiprvkové Booleové algebte 2%} zachycuje tab. 4.2.

+10 a b 1 0 a b 1 T |z
0/0 a b 1 0/0 0 0 0 0|1
ala a 1 1 al0 a 0 a al|b
bbb 1 b 1 b0 0 b b b|a
111 1 1 1 110 a b 1 110

Tabulka 4.2: Operace v Booleové algebie 2120},



4.3. Booleovy algebry podmnozin

(d) 2{a,b,c,d}

Obréazek 4.1: Ctyii Booleovy algebry tvaru 2%.
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Cviceni
» 4.6 Rozhodnéte, zda relace S na mnoziné 21>} je (1) reflexivni, (2) symet-
rickd, (3) antisymetrickd, (4) tranzitivni, (5) ekvivalence, (6) uspotradani:

(a) xSy <= =&y,

(b) xSy < xny=0,

(c) zSy < zUy=/{a,b,c}.
» 4.7 Pro¢ mnozina {0, a, b, 1} spolu s operacemi + a - v tab. 4.2 netvori téleso?
» 4.8 Napiste tabulky operaci v Booleové algebie 2{®b:c},

» 4.9 Bud B mnozina vSech podmnozin mnoziny prirozenych ¢isel N, které jsou
kone¢né nebo maji kone¢ny doplnek v N. Usporadani na B je definovano mnozi-
novou inkluzi. Ukazte, ze B je Booleova algebra a urcete jeji atomy.

4.4 Dva pohledy na Booleovu algebru

Definovali jsme Booleovu algebru jako specialni piipad svazu, obecnéji uspora-
dané mnoziny. Z daného usporadani na této mnoziné jsme teprve dodatecné od-
vodili operace souctu, sou¢inu a komplementu (pomoci pojmi supremum a infi-
mum). Znalost samotného usporddani nam poskytuje tiplnou informaci o téchto
operacich.

K véci bychom ale mohli ptistoupit i z druhé strany a definovat Booleovu
algebru pfimo jako mnozinu M s binarnimi operacemi + a - a unarni operaci
komplement, které splnuji urcitd pravidla. Inspirovani tvrzenim 3.3.2 bychom
pak mohli definovat usporadani < na mnoziné M predpisem

a = b, pravé kdyz a - b = a. (4.1)

Pokud byly podminky kladené na nase operace vhodné zvoleny, bude mno-
zina M s timto usporadanim distributivni komplementarni svaz — jinymi slovy
Booleova algebra podle nasi staré definice. Cviceni 4.10 ukazuje, Zze vhodnymi
predpoklady jsou napftiklad podminky ve véte 4.5.

Cviceni

» 4.10 Nechf B je mnozina s bindrnimi operacemi + a -, s unarni operaci kom-
plement (ktera prvku x pfifazuje prvek Z) a s uréenymi prvky 0 a 1. Dokazte, Ze
pokud pro tyto operace a prvky plati podminky (1) az (11) véty 4.5, pak mnozina
M spolu s usporadanim danym predpisem (4.1) je Booleova algebra podle nasi
dosavadni definice.
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4.5 Atomy

Definice 4.6 Atom Booleovy algebry (A, <) je libovolny prvek a € A takovy,
ze jedinym prvkem z € A, pro ktery plati z < a, je prvek z = 0. Mnozinu vsech
atomt Booleovy algebry A znacime At(A).

Vsimnéme si, ze ekvivalentné by slo atomy definovat jako prvky, jejichz bez-
prostiednim pfedchfidcem je prvek 0. Napiiklad Booleova algebra 2{%*} m4 atomy

{a} a {b}.
Snadno se nahlédne, ze kazda konecnda Booleova algebra obsahuje aspon jeden
atom: plati dokonce nasledujici silnéjsi tvrzeni.

Pozorovani 4.7 Pro kazdy prvek x # 0 konecné Booleovy algebry A existuje
atom a € At(A) takovy, Ze a < x.

Diikaz. Neni-li z atom, zvolme néjakého jeho bezprostfedniho predchtidce x; #
0. Neni-li ani x; atom, zvolme jeho bezprostiedniho predchiidce x5 # 0. Iteraci
tohoto postupu musime po koneéném poctu kroki narazit na néjaky atom a, a
pro ten jisté plati a < x. O

Na druhou stranu existuji nekonecné Booleovy algebry, které neobsahuji ani
jeden atom (viz cviceni 4.12).
Cviceni
» 4.11 Které prvky jsou atomy v nasledujicich Booleovych algebréach:
(a) v Booleové algebie podmnozin 2{®b<h
(b) obecnéji v algebie 2%, kde X je néjakd mnozina,
(c) ve svazu délitelt cisla 307

» 4.12 * Uvazujme néasledujici relaci ~ na mnoziné P(N) vSech podmnozin mno-
Ziny pfirozenych c¢isel N:

A~ B, pravé kdyz symetricky rozdil A A B je kone¢na mnozina.

Dokazte, ze ~ je ekvivalence. Na tfidach ekvivalence relace ~ definujme operace
A, V, — takto:

[A]~ ABl. = [AN B,
[A]~ v [Bl. = [AU B,
Ml =[],

Ukazte, ze obdrzime Booleovu algebru, kterd neméa zadné atomy.
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4.6 Stoneova véta o reprezentaci

Definujme nejprve pojem isomorfismu mezi usporddanymi mnozinami. Obecné
feCeno je isomorfismus bijekce, ktera zachovava ‘vse podstatné’. U usporadanych
mnozin musi zachovavat uspofadani, zatimco napiiklad u grup jde o jednotkovy
prvek a grupovou operaci (viz cviceni 2.2.2).

Definice 4.8 Isomorfismus uspordadanych mnozin (X, <) a (Y, C) je bijekce f :
X — Y takova, ze pro kazdé a,b € X plati a < b pravé kdyz f(a) = f(b). Tyto
usporddané mnoziny jsou isomorfni (psano (X, <) ~ (Y,C)), pokud mezi nimi
existuje isomorfismus.

Jak ukazuje cviceni 4.13, isomorfismus dvou Booleovych algeber jakozto uspo-
fadanych mnozin zachovava i vSechny dosud uvazované operace (napf. supre-
mum).

Definice 4.9 Necht B = {ay,...,a;} je mnozina prvki svazu (X, <), ktery ma
prvky 0 a 1. Je-li £ > 1, definujme supremum mnoZiny B jako

sup B = (...((al\/ag)\/a3)\/...> V ay.
Déle definujme sup ) = 0, sup {a} = a.

Tvrzeni 4.10 Ukazte v situaci definice 4.9, Ze

(1) sup B je nejmensi horni zavora mnoZiny B, tj. nejmensi prvek x € X s
vlastnosti a; < x pro kazdé 1,

(2) ve wvzorci pro sup B tedy nezdleZi na potadi prvki ai,...,ar ani na jejich
uzdvorkovani (a md tak smysl psdt sup B = ay V - -V ay).

Dukaz. Cviceni 4.15. O

Véta 4.11 (Stoneova véta) Koneénd Booleova algebra (A, <X) je isomorfni s
Booleovou algebrou (2At(““), Q).

Duikaz. Zkonstruujeme isomorfismus mezi uspofadanymi mnozinami (A, <) a
(2444 C). Konkrétné pro = € A necht

" ={a € At(A) : a < z}.

Zobrazeni z +— x* pfifazuje kazdému prvku x € A mnozinu atomu algebry A.
Potfebujeme ukéazat, Ze se jedna o bijekci mezi A a 24t a Ze plati < y, pravé
kdyz x* C y*. Dukaz rozdélime do ¢tyt casti.

(1) Pokud x =y, pak a* C y*.
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Toto je nejlehci ¢ast dikazu. Pro kazdé a € x* plati a < x < y a z tranzitivity
je a € y*. Jinak Teceno, x* C y*.

(2) Pokud z* C y*, pak x < y.

Necht naopak x A y. Podle tvrzeni 3.2 musi byt zy # x. VSimnéme si, ze

r=x-1=z(y+7y) =y +zy,

z ¢ehoz plyne, ze xy # 0. Najdéme podle pozorovani 4.7 atom a < xy. Z definice
infima je a < z a tedy a € z*. Déle je « <X ¥ a tim paddem nemize byt a =< v,
protoze bychom dostali @ < yg = 0; a je vSak atom. Takze a ¢ y*. Atom a tedy
dosvédcuje, ze £* neni podmnozinou y*. Tim je pozadovana implikace dokazana.

(3) Zobrazeni x — x* je prosté.

Vezméme x # y € A. Z antisymetrie musi byt bud = £ y nebo y A x; necht
plati prvni varianta. Podle obmény implikace v bodu (2) dostavame, Ze x* neni
podmnozinou y*. Specidlné z* # y* a tvrzeni je dokazano.

(4) Zobrazeni x +— z* je na.

Hleddme vzor libovolné mnoziny atomi B = {ay,...,ax} C At(A), tedy
takové b € A, ze b* = B. Dokazeme, Ze tuto vlastnost ma prvek b = sup B.

Pro kazdy atom a; € B jisté plati, ze a; = b. Otazkou je, zda tato nerovnost
miize platit 1 pro néjaky atom ¢ ¢ B. Dejme tomu, Ze ano, tedy ¢ < b. Rozepisme
sup B s pouzitim symbolu + a zjisténi, ze na zavorkach nezalezi a muizeme je
vynechat:

c-b=c-(my+-+a)=cag+--+cayp=0+---+0=0,

pricemz predposledni rovnost vychazi z faktu, ze infimum dvou riznych atomi
je nutné 0. Dokazali jsme, Ze ¢ - b # ¢, a tedy ¢ ¢ b*. Z toho jiz plyne, ze b* = B.
Dikaz véty je proveden. O

Dusledek 4.12 Pocet prvkiu konecné Booleovy algebry A je vidy mocnina ¢isla
2, konkrétné 2™, kde m = |At(A)|. O

Disledek 4.13 Duvé konecné Booleovy algebry se stejnym poctem prvki jsou
isomorfni.

Dukaz. Necht A, B jsou Booleovy algebry (s usporadénim, které nebudeme
vyslovné zmitiovat) a |A| = |B| = n. Vime, 7e A ~ 244 3 B ~ 245 Kkde
uvazované algebry podmnozin jsou usporadéany inkluzi. OvSem mnoziny At(.A)
a At(B) jsou stejné velké (jejich velikost je log, n), takze mizeme zvolit néjakou
bijekei g : At(A) — At(B). Tato bijekce podle cvideni 4.16 indukuje isomorfismus
29 mezi Booleovymi algebrami 2444 a 2At5)  Celkem vzato dostavame

A~ 2At(A) ~ 2At(6) ~ B

a slozenim téchto t¥i isomorfismu je isomorfismus mezi A4 a B. O
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Cviceni

» 4.13 Ukazte, Ze jsou-li dvé Booleovy algebry isomorfni (jako usporadané mno-
Ziny), pak pfislusny isomorfismus zachovava i operace suprema, infima a komple-
mentu, tedy naptiklad

flx+y) = fx)+ f(y)

(kde se ovSem symbol + na kazdé strané rovnice vztahuje k jiné Booleové algebie!)

» 4.14 Automorfismus Booleovy algebry B je isomorfismus B na B. Ukazte, ze
bijekce f: B — B spliujici f(z Vy) = f(z) V f(y) a f(Z) = f(x) pro vSechna
x,y € B je automorfismus.

» 4.15 Dokazte tvrzeni 4.10.

» 4.16 Necht g : Y — Z je bijekce mezi koneénymi mnozinami. Zobrazeni g
indukuje zobrazeni 29 : 2 — 2%, dané piedpisem

29(A) = {g(a) - a € A}

pro libovolné A C Y. Ukazte, Ze 29 je isomorfismus Booleovych algeber (2Y, C)
a (27, Q).

» 4.17 Ukazte, ze jsou-lig: X; — Xyah: Xy — Xjisomorfismy usporadanych
mnozin (X7, <1) a (Xa, =), resp. (Xs, =2) a (X3, <3), potom slozeni hog : X; —
X3 je isomorfismem uspofadanych mnozin (X7, =) a (X3, <3).

» 4.18 (a) Najdéte vSechny navzajem neisomorfni t¥iprvkové usporadané mno-
ziny.
(b) Dokazte, 7Ze stejné velké konecné linearné uspofddané mnoziny jsou iso-

morfni.

(c) Najdéte dvé neisomorfni linedrni usporadéani mnoziny vSech pfirozenych
Cisel.

4.7 Direktni soudin

Disledkem Stoneovy véty je, Ze Booleovy algebry podmnoZin jsou vlastné (az
na isomorfismus) jedinymi predstaviteli koneénych Booleovych algeber. Uvidime,
Ze s pomoci nasledujiciho pojmu lze tento fakt vyjadrit v jesté minimalistic¢téjsi
podobé.
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Definice 4.14 Direkini soucin Booleovych algeber (A;, <;) a (Ag, <2) je kar-
tézsky soucin A; x Ay s usporddanim < definovanym ‘po slozkéch’:

(b1,b2) < (c1,¢2), pokud by =4 ¢1 a by =5 2,

kde (b, b2) a (c1,cz) jsou prvky soucinu A; x As. Je-li A; = As, mluvime také o
direktni mocniné Booleovy algebry Aj;.

Direktni sou¢in Booleovych algeber je sém Booleovou algebrou. Abychom toto
tvrzeni dokézali, musime z definic ovérit, Ze je to komplementarni distributivni
svaz. Predevsim je snadné si vS§imnout, Ze v soucinu A; X A, existuji suprema:
supremem dvojic (by,by) a (c1, ¢q) je dvojice (by V c1,be V ¢2). (Dokazte.) Podobné
je tomu s infimy, takze A; X A je svaz. Ma prvek 0, jehoZ slozky jsou nulové prvky
v A; resp. As, a podobné definovany prvek 1. Distributivita a komplementarnost
plynou z faktu, Ze tyto vlastnosti maji algebry A; resp. A,. Podrobny dikaz
nechavame na cviceni 4.19.

Piiklad 4.15 Uvazme dvouprvkovou Booleovu algebru By = {0, 1} z obr. 4.1(a).
Direktni mocnina B2 sestava ze viech dvojic prvki 0 a 1. M4 tedy 4 prvky, které
1ze psat jako 00,01,10 a 11. Obecné n-tou direktni mocninu B} Booleovy algebry
Bs 1ze ztotoznit s mnozinou vsech slov, tvorenych n-tici symbold 0 a 1. Tato slova
jsou uspotradana ‘po slozkach’, tj. (ajasz...a,) < (bibs...b,), pokud a; < b; pro
kazdé 1.

Tvrzeni 4.16 Je-li X n-prvkovd mnoZina, pak 2~ ~ BY.

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti (diky cviceni 4.16) mizeme predpokladat, ze
X ={1,...,n}. Proi € X uvazme ‘slovo’ w; = (0...010...0) s jedni¢kou pravé
na i-tém misté. Isomorfismus f : 2% — BY je pak ddn predpisem

fY) = Zwi,

€Y

kde Y € 2% a symbol Y oznacuje s¢itani v Booleové algebie By. Je snadné
nahlédnout, ze f je opravdu isomorfismus. O

Disledek 4.17 KaZdd konecnd Booleova algebra je isomorfni s Booleovou alge-
brou By pro néjaké n.

Diikaz. Plyne piimo ze Stoneovy véty a tvrzeni 4.16. O
Cviceni

» 4.19 Ukazte podrobné, ze direktni soucin Booleovych algeber je Booleova al-
gebra. Jaké jsou jeji atomy?
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4.8 Booleovské funkce

Definice 4.18 Booleovskd funkce n proménnych je libovolna funkce f : B} —
Bs.

Prikladem booleovské funkce 2 proménnych je funkce +, kterou uz zname.
Jeji hodnoty ukazuje prvni cast tab. 4.1.

Obvyklejsi tvar tabulky ma jeden fadek pro kazdou kombinaci hodnot pro-
ménnych, jako v tab. 4.3, kterd ukazuje kromé funkce + i funkce - a komplement.
Jednd se o tzv. pravdivostni tabulky.

T y|lr+y r ylx-y

0 0 0 0 0 0 T |
0 1 1 0 1 0 01
1 0 1 1 0 0 110
1 1 1 1 1 1

Tabulka 4.3: Hodnoty booleovskych funkei 4, - a komplement.

Tvrzeni 4.19 MnoZina F,, vSech booleovskych funkci n proménnich s uspordda-
nim < danym predpisem

f <g, pokud f(x) X g(x) pro kazdé x € By
je Booleova algebra.

Dukaz. Cviceni 4.22. O

vvvvvv

xy + zy). To je idea booleovskijch polynomi, definovanych nésledujicim rekurent-
nim zpusobem.

Definice 4.20 (1) Vyrazy 0, 1 a z; (pro libovolné i = 1,...,n) jsou booleovské
polynomy v proménnych x1,...,x,.

(2) Jsou-li f a g booleovské polynomy v proménnych xz,...,z,, pak vyrazy
(f +9).(f-g) a g rovnéz.

(3) Dva booleovské polynomy v proménnych zi,...,z, jsou si rovny, pokud
urcuji stejnou booleovskou funkci.

Priklad 4.21 Vyraz x @y := Ty -+ xy je booleovsky polynom v proménnych x, y.
Plati ovsem také t @y = (z+vy)(Z+ 7). MiiZeme se o tom presvéd¢it pravdivostni
tabulkou (tab. 4.4).
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Dalsi moznosti je piimy vypocet podle booleovskych zasad. Z distributivity
totiz mame

(x+y)(T+7) = zT+2y+yT+yy

O04+2y+yzx+0
Ty +xy. O
r ylzdy | (z+y)(T+7)
0 0 0 0
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 0

Tabulka 4.4: Booleovské polynomy se stejnou pravdivostni tabulkou.

Cviceni
» 4.20 Sestrojte pravdivostni tabulky nasledujicich booleovskych funkci dvou
promeénnych:

(a) =+ vy (tzv. implikace x — y),
(b) y + zy.

» 4.21 Je vyraz x5+ x5+ x5 booleovskym polynomem v proménnych x4, ..., x57
Je roven booleovskému polynomu z5?

» 4.22 Dokazte tvrzeni 4.19. Popiste suprema, infima a komplementy v Booleové
algebie Fj,.

» 4.23 Kolik prvki m4 mnozina F, viech Booleovskych funkci B2 — By?

» 4.24 Budte s a p dvé funkce B2 — B, definované tabulkou

vy s(x,y) plz,y)
11 0 0
10 1 0
01 1 0
00 1 1.

Ukazte, Ze komplement, spojeni a priisek libovolnych dvou prvki z B3 je mozné
vyjadrit jen pomoci s, resp. p. Poznamenejme, ze s je tzv. Shefferova funkce
(znadi se |) a p je Peirceova funkce (-|-) (Je napf. z Vy = (z|z)|(y|y).)
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4.9 Souctovy a soucinovy tvar

Definice 4.22 Literdl v proménnych x4, ..., x, je libovolny booleovsky polynom
ve tvaru z; nebo #;, kde i = 1, ..., n. Booleovsky polynom p je v souctovém tvaru',
je-li zapsan jako soucet polynomti, z nichz kazdy je soucinem literali. Podobné p

je v soucinovém tvaru, pokud je zapsan jako soucin souctu literali.

Priklad 4.23 Polynom xx9 + x1T3 je zapsan v souctovém, nikoli vSak souci-
novém tvaru. Polynom x(xs + #3), ktery je mu roven, je zapsan v souc¢inovém
tvaru. Polynom x1(z3 + 73) + 129 neni ani v jednom z téchto tvaru.

Naskyta se otazka, zda kazdou booleovskou funkci je mozné vyjadiit boole-
ovskym polynomem v souctovém tvaru. Uvidime, ze plati mnohem vic.

Definice 4.24 Booleovsky polynom p v proménnych x4, ..., x, je v uplném souc-
tovém tvaru, jestlize je v sou¢tovém tvaru a kazdy ze sc¢itanct obsahuje pro kazdé
i =1,...,n budto literal z; nebo literal z; (ne vSak oba). Symetricky: p je v upl-
ném soucinovem tvaru, jestlize je v souc¢inovém tvaru a kazdy z cinitelt obsahuje
pro kazdé i = 1,...,n literdl z; nebo z;.

Priklad 4.25 Polynom Ty+xy v proménnych x, y je zapsan v uplném souctovém
tvaru. Jeho alternativni zapis, (x + y)(Z + ¥), je v Gplném soucinovém tvaru.

Véta 4.26 KazZdou nekonstantni booleovskou funkci n proménnych lze zapsat bo-
oleovskym polynomem n proménngch v uplném souctovém (iplném soucinovém)
tvaru.

Dtikaz. Dokazeme nejprve ¢ast o tplném souctovém tvaru. Uvazme libovolné
a = (ay,...,a,) € By. Necht p, je soucin literdlti z; pfes vSechna i takova, Ze
a; = 1, a literalt x; pres vSechna ¢ takova, ze a; = 0. Kazdé p, je tedy booleovsky
polynom v iplném souctovém tvaru, ktery je navic nenulovy jen pro jediné z € B}
(totiz z = a).

Méjme nyni booleovskou funkci f, kterou chceme reprezentovat booleovskym
polynomem v plném souc¢tovém tvaru, a necht A C Bj je mnoZina vSech z € BY,

pro néz je f(z) = 1. Polozime-li
pPr = Zpa;

a€A

pak ps je booleovsky polynom v uplném souctovém tvaru a ocividné nabyva
stejnych hodnot jako funkce f. Vzhledem k tomu, ze f neni konstantni nulova
funkce, neni soucet v definici polynomu p; prazdny.

Pokud jde o vyjadfeni v tplném soucinovém tvaru, staci vyjadiit (nekon-
stantni) funkci f polynomem p 7 v iplném souctovém tvaru a upravit komplement
pj podle de Morganova pravidla do souc¢inového tvaru. O

vvvvvv

(DNF); misto ‘soucinovy tvar’ pak konjunktivni normdlni forma (KNF).
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Priklad 4.27 Vyjadiime v Gplném souctovém a soucinovém tvaru booleovskou
funkci f v proménnych x, y, z, zadanou pravdivostni tabulkou 4.5.

fx,y,2)

om0 OO0 OR
- O O MO O
— O~ O MO KR OlN
O = OO = OO

Tabulka 4.5: Pravdivostni tabulka funkce f.

Radky tabulky, které v diikazu véty 4.26 odpovidaji mnoziné A, jsou zna-
zornény tuéné. Prvni z nich napi. odpovida prvku (010) € B3, takZe piislusny
polynom po10y je ZyZz. (Ovéite, ze TyZ nabyva nenulové hodnoty pravé pro tento
jediny prvek.) Podobné ¢leny prispéji i zbylé dva tucné radky, takze vyjadieni
funkce f v plném souctovém tvaru je

Py =TYz +xYyz + TYZ.

Vyjadiime f jesté v tiplném sou¢inovém tvaru. Funkce f méa hodnotu 1 viude
tam, kde f ma hodnotu 0. Snadno tedy vidime, ze

Pf = TYZ + TYz + xYz + xYyz + TY*2.

(Kazdy z péti ¢lent zde odpovida jednomu netuénému fadku.) Nas ale zajima
soucinovy tvar pro funkci f. Vezmeme tedy komplement py:

PF = TYyZ+2ayz+axyz+avyz +ayz

= TYZ-TYZ- TYZ - TYZ - TYZ
= (e+y+2)z+y+2)(T+y+2)(T+y+2)(T+y+2)

Priklad 4.28 Upravime do tplného souc¢tového tvaru polynom

flz,y) = ((7y) - 7) +y.

Mohli bychom sestrojit tabulku a postupovat stejné jako v minulém prikladu, ale
ukazeme feseni s vyuzitim booleovského pocitani.
Nejprve se zbavime komplementu v prvni zavorce:

fley) = (@F+9) - 2)+y=@+§T+y
= x2x+yYr+y=2xy+y.
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Vysledny polynom je sice v souctovém tvaru, ne vSak v dplném souctovém
tvaru, protoze druhy sc¢itanec neobsahuje zadny literdl proménné z. Pouzijeme
trik: vynasobime tento s¢itanec vyrazem x + Z = 1 a upravime. Hodnoty funkce
se tim nezméni.

f(x,y) =2y +y =27 +ylr+ ) =27+ oy + Ty,

a to je také hledané vyjadieni polynomu f v iplném souctovém tvaru.

Cviceni
» 4.25 Rozhodnéte, zda jsou nasledujici booleovské polynomy v souctovém resp.
sou¢inovém tvaru:

(a) z1x9 + T3Tg,
(b) € + Loy,
(c) T1T223T4.

» 4.26 Vyjadiete booleovské funkce f(x,y, z) a g(x,y, z) polynomem (a) v tpl-
ném souctovém a (b) v tplném soucinovém tvaru.

oy oz | flzy2) oy oz |glry2)
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

» 4.27 Booleovské funkce @& a — jsou definovany predpisem
ToyYy=7T+y
rdyYy=2xy+xy.

Prevedte booleovské polynomy

fl(x,y,z) =T — ((erfZ) @2),
fa(z,y, 2) = (27 ® yz) @ 2

do tplného sou¢inového tvaru, a to (a) pomoci booleovského kalkulu, (b) pomoci
tabulky:.
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» 4.28 Plati véta 4.26 i pro konstantni booleovské funkce? Ukazte, ze funkci s
konstantni hodnotou 1 (v n proménnych) lze zapsat v uplném souc¢tovém tvaru,
ale nikoli v uplném souc¢inovém tvaru. Odvodte podobny vysledek pro funkci s
konstantni hodnotou 0.

» 4.29 Najdéte 2 rtizna vyjadieni v souctovém tvaru pro Booleovsky polynom
z(y + 2).

» 4.30 Prevedte néasledujici polynomy do souctového tvaru pomoci Booleova
kalkulu:

(a) T4y (implikace z — y),
(b) (z+y2)(y — 2).

» 4.31 Prevedte nésledujici polynomy do tplného soucinového tvaru pomoci
Booleova kalkulu:

(a) Ty + zy (symetrické diference x & y),
(b) z® (y — 2).
» 4.32 Prevedte do tuplného souctového a tplného soucinového tvaru:
(a) x — (y — x) (2 proménnych),
(b) y(z +72),
(c) (Ty @ 2)(wz —y).

» 4.33 Kolik je Booleovskych funkci n proménnych, jejichz tplny soucinovy tvar
je zaroven tvarem souctovym?

» 4.34 * Dokazte, ze pro kazdou Booleovskou funkci je zapis v uplném soucto-
vém tvaru jednoznacny.
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