Kapitola 3
Usporadani a svazy

Ekvivalence nejsou jedinym zajimavym specidlnim pfipadem relaci. V této kapi-
tole uvidime dalsi takovy pojem: uspotfadani.

3.1 Usporadani

Definice 3.1 Uspordddni na mnoziné X je libovolna relace na X, kterd je re-
flexivni, (slabé&) antisymetrickd a tranzitivni.

Oproti definici ekvivalence jsme tedy ‘pouze’ zaménili symetri¢nost za anti-
symetri¢nost. U¢inky této zmény jsou viak znacné.

Je-li R usporadéni na mnoziné X, pak dvojice (X, R) se nazyva usporddand
mnozina. Jsou-li prvky z,y v relaci R (tedy x R y), interpretujeme to slovy ‘prvek
x je mensi nebo roven prvku y’. To je v souladu se vSemi tremi zakladnimi vlast-
nostmi uspofadani. Usporadanim z nasi definice se také rika neostrd usporddant,
protoze pro kazdé x plati x R x. (U ostrého uspotadani bychom pozadavek refle-
xivity nahradili antireflexivitou: pro zadné x neplati x R x.) Neostra uspofadani
casto znac¢ime symboly < nebo =.

Snadno se ovéri, ze vlastnosti usporadani ma naptiklad ‘standardni’ uspora-
dani < mnoziny realnych ¢isel. Ponékud zajimavéjsi je mozné fakt, ze uspofa-
dénim je i relace definovana vztahem ‘z déli ¢’ na pfirozenych éislech (viz cvi-
Ceni 1.35.) Tyto dva piiklady se lisi v jednom dtlezitém ohledu, ktery podrobné
rozebereme.

Necht x,y jsou dva prvky uspofdadané mnoziny (X, <). Plati-li x < y nebo
y = x, jsou prvky z,y porovnatelné, v opacném piipadé€ jsou meporovnatelné.
Usporadani < se ¢asto oznacuje jako c¢dstecné, protoze definice 3.1 pfipousti exis-
tenci dvojic neporovnatelnych prvki. Podobné o mnoziné (X, <) mluvime jako o
castecné usporadaneé mnoziné.

P1i standardnim usporadani < na mnoziné R jsou kazdé dva prvky porov-
natelné. Takovym usporadanim se tika linedrni nebo uplné. Diivodem pro prvni
oznaceni je fakt, ze linearni usporadani radi prvky dané mnoziny do jedné linie,

27



28 Kapitola 3. Usporadani a svazy

‘od nejmensiho k nejvétsimu’. Lépe to uvidime, az budeme mluvit o Hasseovych
diagramech. N4as druhy priklad, relace délitelnosti na prirozenych ¢islech, linearni
neni, jak ukazuje napiiklad neporovnatelné dvojice {2, 3}. Zdiraznéme ovsem, Ze
oba zminéné priklady spadaji do obecnéjsi kategorie ¢astec¢nych usporadani.
Piidejme jesté tteti ptiklad uspoifddani. Pro libovolnou mnozinu A mizeme
uvazit néjaky soubor B jejich podmnozin. Na souboru B je pak prirozené defino-
vano uspordddni inkluzi C: podmnoziny B, B’ € B budou v relaci (tedy B C B’),
pokud B je podmnozinou mnoziny B’. Ani uspoiréddani C obecné neni linedrni.

Cviceni
» 3.1 Necht < je bé&/né usporddani mnoziny piirozenych ¢isel N. Definujme
relace <; a =<9 na N x N predpisem:

(s,t) =1 (u,v), pokud s <uat<w,
5,t) =9 (u,v), pokud budto s < u, nebo s =u a y < v.
(s,) 22 (u,v), p ; y

Dokazte, ze <; a =5 jsou castecna usporadani a ze =<5 je linearni usporadani.
Poznamenejme, Ze <5 je znamé lexikografické usporadani (bézné ve slovnicich).
Pokuste se rozsitit jeho definici na mnozinu slov nad néjakou abecedou.

3.2 Hassetlv diagram

Libovolné uspotadani samoziejmé miizeme, stejné jako kazdou jinou relaci, zna-
zornit v podobé orientovaného grafu. Obréazek 3.1 je znézornénim usporadani
délitelnosti na mnoziné {2, 3,4,6,8,12}.

Obréazek 3.1: Uspofadani délitelnosti na mnoziné {2, 3,4, 6,8, 12}.

Jako prostfedek pro znazornéni usporadani ovSem obrazek 3.1 neni prilis
vhodny, fada Sipek je v ném totiz zbytecnych. Smycky u vrcholti by naptiklad
nebylo nutné kreslit, protoze kazdé usporadani je z definice reflexivni. Podobné
jsou-li v relaci dvojice (2,4) a (4,12), musi z tranzitivity byt 2 v relaci s 12
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a tuto Sipku by rovnéz nebylo potfeba kreslit. Efektivni znazornéni usporadani
predstavuje tzv. Hassetv diagram.

Definujme nejprve jeden pomocny pojem. Necht z,y jsou prvky usporddané
mnoziny (X, =). Prvek x je bezprostiednim predchidcem prvku y (pséno x < y),
pokud z < y a neexistuje zadné z € X \ {z, y}, pro které by platilo x < z < y. Na
vztah <1 se muzeme divat jako na relaci na mnoziné X (tzv. relace bezprostfedniho
predchézeni). Tato relace obecné neni reflexivni ani tranzitivni.

Hasseuv diagram uspotadané mnoziny (X, <) je zndzornéni, ve kterém pro
kazdou dvojici prvka z,y € X plati < y, pravé kdyz x,y jsou spojeny c¢arou
a prvek y je nakreslen vySe nez x. Spojnice neni nutné opatiovat Sipkou, pro-
toze smér je jednoznacné dan. Na obr. 3.2 vidime, ze Hasseovym diagramem lze
usporadanou mnozinu z obr. 3.1 znézornit mnohem pfehledné;ji.

8 12
4 6
2 3

Obrazek 3.2: Hassetiv diagram uspotfadani z obr. 3.1.

Hasseliv diagram linearné uspoirddané mmnoziny vypadad podobné, jako na
obr. 3.3, ktery zachycuje standardni usporadani na mnoziné prirozenych cisel
{1,2,3,4,5}.

1

Obréazek 3.3: Hasseiv diagram obvyklého linedrniho uspofddani na mnoziné
{1,2,3,4,5}.

Jako dalsi priklad uvazme uspofadani inkluzi na mnoziné vSech podmnozin
mnoziny {1, 2, 3}. BéZné zobrazeni a nepomérné prehlednéjsi Hassetiv diagram to-
hoto uspotadani ukazuje obr. 3.4. Podmnoziny jsou popsany zkracené, naptiklad
misto {1, 3} piSeme prosté 13.
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13 12 123

23 3 12 23

123 2 1 3

0 1 0
(a) (b)
Obrazek 3.4: Dvé znézornéni usporadani inkluzi na souboru vSech podmnozin

mnoziny {1,2,3}: (a) orientovany graf (s vynechanymi smyckami), (b) Hassetiv
diagram.

Cviceni
» 3.2 Jak vypada relace bezprostfedniho pfedchézeni na usporddané mnoziné

(R, <)?
» 3.3 Nakreslete Hasseliv diagram uspofadani délitelnosti na mnoziné X C N.
Zjistéte, zda tato usporadand mnozina ma nejmensi resp. nejvetsi prvek.

(a) X ={2,3,4,12,15,60},

(b) X =1{2,4,8,12,20,28,56},

(c) X ={2,3,4,6,8,12,24,36,60}.

» 3.4 Ve cvideni 1.40 byl definovan tranzitivni uzavér R relace R na mnoziné
X. Pridame-li k relaci R™ vSechny dvojice tvaru (x,z), kde x € X, dostaneme
reflexivné-tranzitioni uzavér (nebo prosté uzdver) relace R, ozna¢ovany symbolem
R
(a) Ukazte, ze kazdé uspofadani na koneéné mnoziné X je uzavérem své relace
bezprostredniho predchéazeni.

(b) Najdéte pfiklad nekoneéné usporddané mnoziny, pro kterou tomu tak neni.

3.3 Zakladni pojmy v usporadanych mnozinach

Zavedme nékolik pojmii oznacujicich vyznac¢né prvky usporddané mnoziny. Méjme
uspofadanou mnozinu (X, <). Prvek a € X je nejvétsim prvkem mnoziny X, po-
kud pro kazdé x € X plati x < a. Podobné nejmensi prvek mnoziny X je prvek
a takovy, ze a = x pro kazdé xr € X.
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Nejvétsi prvek obecné nemusi existovat, ale existuje-li, pak je urcen jedno-
zna¢né. Napiiklad na obr. 3.5a-d existuje pouze v piipadech (a) a (d). Nejmensi
prvek existuje pouze v pfipadech (b) a (d).

72
12 8 18
24 36

2
(a) (b) (c) (d)

Obrazek 3.5: Hassetv diagram délitelnosti na mnoziné X, kde (a)
{2,3,4,6,12}, (b) X = {2,4,6,8,18}, (¢) X = {3,5,7,11}, (d)
{2,4,6,24, 36,72}

X
X

Prvky 8 a 18 na obr. 3.5b sice nejsou nejvétsi, ale maji alespon tu vlastnost,
ze zadny prvek neni vétsi. Jednad se o tzv. maximalni prvky. Prvek a € X je
mazimdlnim prvkem, pokud pro zadné x € X neni a < x. Symetricky: minimdlni
prvek je takovy prvek a € X, Ze pro zadné x € X neni z < a.

Je jasné, ze pripadny nejvétsi prvek musi byt maximalni, a také, ze obra-
cend implikace neplati. Néasledujici tabulka uvadi maximalni a minimalni prvky
v jednotlivych prikladech na obr. 3.5.

priklad | maximalni | miniméalni
a 12 2,3
b 8, 18 2
¢ 3,9, 7,11 [ 3,5, 7,11
d 72 2

Vratme se k usporadani inkluzi na podmnozinach dané mnoziny. Piiklad Has-
seova diagramu takového usporadani je na obr. 3.4b. D& se z tohoto diagramu
vycist vice, nez jenom které podmnoziny jsou ve vztahu inkluze — napiiklad jaky
je prinik ¢i sjednoceni dvou mnozin? Jinymi slovy, je mozné definovat sjednoceni
dvou mnozin pouze s pouzitim usporadani inkluzi?

Sjednoceni mnozin A,B je mnozina, ktera obsahuje jak mnozinu A, tak mno-
zinu B (jako podmnoziny), ale ‘neobsahuje nic navic’. Pfesnéji fefeno, je to
nejmensi ze vSech mnozin, které jsou vétsi nez A i nez B. Slova ‘nejmensi’ a
‘vétsl’ se tu samoziejmé vztahuji k usporadani inkluzi. Nize definovany pojem
suprema tak lze chapat jako (dalekoséhlé) zobecnéni pojmu sjednoceni.
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Prvek z je horni zdvorou dvojice prvki x,y usporadané mnoziny (X, <), po-
kud plati < z a y = z. Supremum (jinak téZ spojent) prvku z,y je nejmensi
ze vsech jejich hornich zavor, tedy takovy prvek s, ktery je horni zavorou dvojice
x,y, priCemz neexistuje jind horni zavora z # s, pro kterou by bylo z < s.

Dvojice prvki obecné zadné supremum mit nemusi: predné nemusi mit ani
zadnou horni zévoru (jako prvky 8,18 na obr. 3.5b), nebo naopak mize mnozina
hornich zavor mit vice minimalnich prvk, ze kterych pak, jak vime, Zzddny nebude
nejmensi. Tento pripad nastava u prvki 4, 6 na obr. 3.5d, které maji horni zavory
24,36 a 72, pricemz 24 a 36 jsou minimalni prvky v této mnoziné hornich zavor.

Podobné jako supremum je definovano infimum dvou prvki. Dolni zdvora
prvki x,y je prvek z, pro ktery je z < z a z = y, a infimum (prisek) prvki
x,y je nejveétsi z jejich dolnich zavor. K pojmu infima se symetrickym zpiisobem
vztahuje vSe, co bylo feceno o supremu.

Cvicdeni

» 3.5 Dokazte, ze v usporadané mnoziné existuje nejmensi prvek, prave kdyz v
ni existuje presné jeden minimalni prvek.

» 3.6 Na mnoziné X = {a,b,c,d, e, f} je ddna relace R. Zjistéte, zda se jednd o
uspotradani a pripadné urcete minimalni a maximalni prvky, pokud

(a) R={(b,a),(c,a),(f,d),(bd),(e;c),(e,a),(bc), (b )},
(b) B ={(d;c),(b,a),(c,a),(d,b)}.

» 3.7 Najdéte usporadanou mnozinu, ve které mnozina hornich zavor néjakych
dvou prvki ma presné pét minimalnich prvki.

» 3.8 Uvazme mnozinu vSech pfirozenych cisel, usporadanou relaci deélitelnosti.
Existuji v této usporadané mnoziné suprema a infima? Jaky je jejich vyznam?

» 3.9 Dokazte, ze kazdé usporadani na konecné mmnoziné X se da rozsitit do
linedrniho. Jinymi slovy: pro libovolné usporadani R na X existuje linedrni uspo-
fadani R’ na X tak, ze R C R'.

» 3.10 Dokazte, ze konecnd usporddand mnozina (L, <) ma minimalni prvek z
a maximalni prvek y tak, ze z < y.

» 3.11 Bud U, mnozZina vSech ¢asteénych usporadani na n-prvkové mnoziné X.
Uvazme U, jako usporadanou mnozinu s usporadanim danym inkluzi (usporadani
S, T jsou v relaci, pokud T rozsifuje S). Znazornéte prislusné usporadani na
mnoziné Us a charakterizujte minimalni a maximalni prvky.
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3.4 Svazy

Svaz je usporddand mnozina (X, <), ve které existuje supremum i infimum pro
libovolnou dvojici prvki. Ve svazu muzeme na supremum a infimum pohlizet jako
na bindrni operace (protoZe je zaruceno, Ze jejich hodnoty jsou definovany pro
kazdou dvojici). Supremum prvkd z,y zde znacime x V y, infimum jako x A y.

Prikladem svazu, na ktery jsme jiz narazili, je mnozina vSech podmnozin
libovolné mnoziny (uspotfadana inkluzi). Supremum dvou mnozin zde odpovida
jejich sjednoceni, infimum odpovida jejich priniku.

Pojmy suprema a infima jsme definovali pomoci uspotadani. Je mozné postu-
povat v opacném sméru a z pouhé znalosti binarnich operaci suprema a infima
na mnoziné X rekonstruovat ptivodni usporadani? Nasledujici jednoduché tvrzeni
ukazuje, Ze to mozné je (a dokonce stadi znat jenom suprema).

Tvrzeni 3.2 Pro libovolné dva proky a,b svazu (X, <) plati
a=0b prave kdyz aVb=0>b prdivé kdyz aANb=a.

Dukaz. Necht a < b. Pak b je zjevné horni zavorou dvojice a,b. Dejme tomu,
Ze pro néjakou horni zavoru z # b této dvojice plati z = b. Z faktu, Zze z je horni
zavora, plyne b <X z. Diky antisymetri¢nosti mame z = b, coz je spor. Takova
zévora z tedy nemiize existovat, takze z definice suprema je a Vb = b. Tvrzeni o
infimu se dokazuje symetricky. O

Jednu polovinu minulého diikazu jsme si usetfili poukazem na symetrii mezi
pojmy supremum a infimum. Jde o specialni pripad tzv. principu duality, ktery
ukazeme dale.

Inverzni relace <~! k uspofddani < je opét uspoiddani (cviceni 3.12). Neni
tézké si vS§imnout, Ze jeho Hassetiv diagram ziskame, kdyz oto¢ime Hassetiv dia-
gram usporadani < vzhiiru nohama. Pfi této zméné se suprema méni na infima
a naopak. (Pfesnéji, supremum prvki a,b vzhledem k uspoifadani < je jejich infi-
mem vzhledem k uspofaddani <71.) Z toho snadno dostavame néasledujici princip
duality:

Pokud v né€jakém tvrzeni, které plati ve vSech svazech, disledné za-
ménime symboly V a A a oto¢ime smér vSech nerovnosti, dostaneme
opét tvrzeni platné ve vsech svazech.

Véta 3.3 Pro operaci V v libovolném svazu (X, <) plati:
(i) je asociativn,
(i1) je komutativni,

(i1i) aVa=a proa € X,
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(iv) aV (bAa)=a proabe X.

Ditkaz. Cést (ii) (komutativita operace V) plyne piimo z definice suprema.
Cast (iii) plyne z faktu, ze a < a (reflexivita) a z tvrzeni 3.2. V &sti (iv) vime,
ze bAa = a (protoZe b A a je dolni zavora dvojice a,b), takZe z tvrzeni 3.2 plyne,
zeaV (bAa)=a.

Zbyva ¢ast (i), tedy asociativita operace V. Mé&jme prvky a, b, c € X. Chceme
ukazat, ze a V (bV ¢) = (a V b) V c. Ozna¢me levou stranu této rovnice jako ¢. Z
definice vime, ze ¢ je horni zavorou pro prvky a, bV ¢, pricemz druhy z téchto
prvki je zase horni zavorou pro prvky b, c. Odtud urcité a, b, c < £. Vzhledem k
tomu, ze a Vb je nejmensi horni zavorou prvki a, b, musi byt aVb < ¢. Pak ovSsem
¢ je horni zavorou dvojice (a V b), ¢, takze pro supremum této dvojice mame

(aVb)Ve=Ll=aV(bVec).

Zcela obdobné lze ukézat opa¢nou nerovnost a V (bVe¢) < (aVb) Ve Z
antisymetri¢nosti pak dostaneme pozadovanou rovnost. O

Podobné vlastnosti jako operace V mé diky principu duality samoziejmeé i
operace A (specialné je asociativni a komutativni).

Vlastnosti (i) a (ii) ve vété 3.3 jsou stejné, jako mé operace séitani a nasobeni
v télese. Mlize nas napadnout otazka, zda tato analogie jde jesté dal, napriklad
zda plati distributivita mezi operacemi A a V, tedy

aN(bVe)=(aNnb)V(aAc) prolibovolné prvky a,b,c. (3.1)

Kazdy svaz, ve kterém plati (3.1), se nazyva distributivni. Piikladem takového
svazu je svaz podmnozin libovolné mnoziny. Jsou-li totiz A, B, C' néjaké mnoziny,

pak z obr. 3.6 je vidét, ze AN (BUC)=(ANB)U((ANC).
c

A B

Obréazek 3.6: Distributivita u mnozin: AN (BUC) = (ANB)U(ANC).

Na druhou stranu obr. 3.7 ukazuje dva priklady svazi, které distributivni
nejsou (viz cviceni 3.13).

D& se dokonce ukézat, ze svazy M5 a N5 z obr. 3.7 jsou v jistém smyslu
obsazeny v kazdém nedistributivnim svazu. Abychom mohli tento fakt precizné
vyjadrit, potfebujeme jesté jednu definici.

Podsvazem svazu (X, =) je libovolny svaz (Y, <) takovy, ze
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Ms N

Obrazek 3.7: Nedistributivni svazy.

(1) Y € X a usporadani < je zdZenim usporadani < na mnozinu Y (jinymi
slovy plati a < b, pravé kdyz a < b a prvky a, b lezi v mnoziné Y),

(2) suprema (infima) ve svazu (Y, <) se shoduji se supremy (infimy) ve svazu
(X,=).

Nyni mtizeme vyslovit charakterizaci distributivnich svazi. Jeji dikaz lze na-
1ézt v [Pr]. VSimnéme si ale, Ze jedna z implikaci je trividlni.

Véta 3.4 (Birkhoffovo kritérium distributivity) Svaz je distributivni, pravé
kdyZ neobsahuje ani jeden ze svazi Ms, N5 jako podsvaz. O

Fakt, ze tyto ‘zakdzané podsvazy’ jsou symetrické podle vodorovné osy, na-
znacuje, ze pii otoceni distributivniho svazu ‘vzhiiru nohama’ bychom mohli opét
dostat distributivni svaz. V trochu jiné formulaci to potvrzuje nasledujici véta.

Véta 3.5 V libovolném distributivnim svazu (X, <) plati také dudlni forma dis-
tributivity:
zV(yANz)=(xVy A(zVz2)

pro libovolné x,y,z € X.

Dikaz. Polozme v definici (normdlni) distributivity a =z Vy, b = z, ¢ = z.
Dostaneme, ze p == (zVy)A(xVz) =aAN(bAc)=(aNb)V(aAc) =
[(zVy)Az]V[(zVy)Az]. Podle dudlni verze véty 3.3d upravime levou z hranatych
zavorek na (zVy) Az = x. V pravé zavorce jesté jednou uplatnime distributivitu
a dostaneme p =z V [(x A 2) V (y A 2)]. To lze s pouzitim asociativity upravit na
[zV (xA2)]V(yAz)azvéty 3.3d je koneéné p=x V (y Az). O

Musi ve svazu vzdy existovat nejvétsi prvek? Priklad mnoziny realnych cisel
s béznym usporadanim ukazuje, ze nikoli. Plati vSak nasledujici véta:

Véta 3.6 V konecném svazu vidy existuje nejvetsi a nejmensi prvek.
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Dikaz. Odislujme prvky uvazovaného svazu (X, <) jako X = {a1,...,a,} a
definujme posloupnost si,...,s, induktivné predpisem s; = s;,_1 V a; pro i =
2,...,n, pricemz s; = a;. Tato posloupnost ‘roste’, presné€ji s; < s;y1 pro kazdé
i =1,...,n— 1. Navic je z definice a; < s; pro kazdé i = 1,...,n (s; je totiz
horni zavorou pro a; a s;_1). Pro prvek s, musi tim padem byt a; < s,, kde
1 =1,...,n, a je tedy nejvétsim prvkem mnoziny X. Nejmensi prvek najdeme
podobné. O

Implikaci v predchézejici vété neni mozné obratit: usporadand mnozina s nej-
vétsim a nejmensim prvkem jesté zdaleka nemusi byt svaz. Piikladem je mnozina
z obr. 3.5d.

Nejvétsi prvek svazu (existuje-1i) se obvykle znaci jako 1, nejmensi prvek jako
0. Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze se jedna o neutralni prvky operaci A resp. V.

Tvrzeni 3.7 Md-li svaz (X, =) proky 0 a 1, pak pro kaZdé x € X plati
zNl=2 a zV0=uzx.

Dikaz. Prvek 1 je nejvétsi, takze pro libovolné x € X mame x < 1. Podle
tvrzeni 3.2 je x A 1 = x. Podobné pro operaci V a prvek 0. O

Svaz podmnozin libovolné mnoziny A nejvétsi a nejmensi prvek ma. Nejvétsim
prvkem je celd mnozina A, nejmensim pak prézdna mnoZzina ().

Cviceni
» 3.12 Dokazte, Ze inverzni relace <! k libovolnému uspotradani < je opét
usporadani.

» 3.13 Ovéfte, ze usporadané mnoziny Ms, N5 na obr. 3.7 jsou svazy, a ukazte,
ze v nich neplati rovnost (3.1).

» 3.14 Bud (X, <) distributivni svaz, t, z,y € X libovolné prvky. Pak ze vztaht
tANz=tANyatVe=1tVyplyne x = y. Naleznéte priklad nedistributivniho
svazu, kde uvedena vlastnost neplati.

» 3.15 Necht R je linearni usporddani na kone¢né mnoziné X. Musi (X, R) byt
svaz?

» 3.16 Ukazte, ze mnozina prirozenych ¢isel N usporadana délitelnosti je svaz.
Rozhodnéte, zda je tento svaz distributivni a komplementarni. Jaky je nejvétsi a
nejmensi prvek?

» 3.17 (a) Necht D(n) je mnozina délitelt pfirozeného ¢isla n, usporadana
relaci délitelnosti. Je D(n) svaz? Dokazte nebo najdéte protiptiklad.
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(b) Necht X je koneéna mnozina pfirozenych ¢isel, ktera pfi usporadani relaci
delitelnosti tvoii svaz. Musi tento svaz byt distributivni?

» 3.18 Mnozina X je usporadana relaci délitelnosti. Rozhodnéte:

e které jsou maximalni a minimélni prvky X,
e zda existuje nejvétsi a nejmensi prvek X,

e zda je X svaz,

zda je X distributivni svaz,

e zda ma v X kazdy prvek komplement.
Mnozina X sestava z téchto prvki:
(a) X ={2,4,6,14,42},

(b) X ={2,3,7,14,42},
(c) X ={1,2,3,5,30},
(d) X ={1,2,3,12,18,36},
e) X ={1,2,3,4,12,20,60},
f) X ={1,2,3,5,6,10,15,30}.

» 3.19 Navrhnéte algoritmus, ktery zjisti, zda je dand usporadana mnozina sva-
zem. Soucasti navrhu je reprezentace vstupni usporadané mnoziny.

(
(

» 3.20 Pevny bod zobrazeni f : X — X (kde X je n&jakd mnozina) je kazdé
x € X, pro které je f(z) = z. Dokazte, Ze v koneéném svazu L méa mnozina
pevnych bodt kazdého zobrazeni f : L — L zachovavajiciho usporadani nejvetsi
a nejmensi prvek.

» 3.21 Ukazte, ze v libovolném svazu (X, <) pro libovolnou trojici prvka z, v,
z plati
(xAy)V(xAz)zA(yV=2).

» 3.22 * Plati-li pro prvky a,b, c svazu L rovnost
(anb)V(aANc)V(bAc)=(aVDb)A(aVec)AN(DVe),

pak se hodnoté na kazdé strané této rovnice tika median prvka a, b, c. Dokazte,
ze L je distributivni svaz, pravé kdyz kazda trojice jeho prvkid mé median.

» 3.23 Méjme ¢astecné usporadanou mnozinu (X, <) s prvky 0 a 1. Ukazte, Ze
(X, =) je svazem, pokud pro libovolnou ¢tvetici prvki xy, 23, y1, y2 € X spliuji-
cich z; <y; (i = 1,2) existuje prvek z takovy, ze x; < z 2 y; (1 = 1,2).

» 3.24 Mé&jme svaz (X, =). Obdrzime opét svaz, piidame-li k (X, <) novy nej-
vétsi a nejmensi prvek 1 a 07
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Kapitola 3. Usporadani a svazy



