Kapitola 2

Grupy, télesa a aritmetika
modulo p

2.1 Grupy a télesa

Rada algebraickych objekt@ ma podobu mnoziny s néjakou dodateénou struktu-
rou. Napriklad vektorovy prostor je mnozina vektorti, ty vSak nejsou ‘jeden jako
druhy’: jeden z nich hraje vyznacnou roli nulového vektoru, pro kazdé dva vektory
je dan jejich soucet, je definovana operace nasobeni vektoru skalarem atd. Prave
tuto dodatecnou informaci, kterd vektorovy prostor odlisuje od pouhé mnoziny
vektort, mame na mysli, kdyz mluvime o ‘struktuie’. Casto se i samotné tyto
objekty oznacuji pojmem algebraické struktury.

Dva vyznacné priklady takovych struktur zavedeme v tomto oddilu: jsou jimi
grupa a téleso. Jsou definovany jako mnozina s jednou resp. dvéma operacemi,
které maji (v porovnéni s vétSinou ostatnich algebraickych struktur) pomérné
silné vlastnosti. Prikladt grup i téles je presto podivuhodna fada, a to v nejriz-
néjsich oblastech matematiky.

Pojem télesa ostatné ¢tenar obeznameny s vektorovymi prostory mozna zné.
Kazdy vektorovy prostor totiz existuje nad uréitym télesem, jehoz prvky jsou
prave ony skalary, jimiz mtizeme vektory nasobit. Vektorové prostory nad télesem
redlnych ¢isel (probirané v pfednasce z linearni algebry) jsou tak jen jednim
speciadlnim pripadem.

Necht M je mnozina. Zobrazeni x z M x M do M se nazyvéa (bindrni) ope-
race na mnoziné M. Takova operace miiZze mit rizné vlastnosti. Rekneme, ze %
je komutativni operace, pokud pro kazdé z,y € M je x xy = y * = (tedy po-
kud vysledek nezélezi na potradi operandti). Operace * je asociativni, pokud pro
x,y,2 € M je xx (y*z) = (r*xy)* 2z (vysledek nezédlezi na uzavorkovani).

Priklad asociativni operace jsme jiz vidéli u relaci. Uvazime-li mnozinu vSech
relaci na dané mnoziné X a definujeme-li operaci o jako slozeni dvou relaci, bude
tato binarni operace asociativni, ale nikoli komutativni.
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20 Kapitola 2. Grupy, télesa a aritmetika modulo p

Prvky mnoziny M mohou mit vzhledem k operaci x specialni vlastnosti. Prvek
n € M je neutrdlnim prvkem (vzhledem k operaci x), pokud pro kazdé x € M je
T*xn = x arovnéz nxx = r. VSimnéme si, ze z definice trividlné plyne, ze takovy
prvek je nejvyse jeden. Jsou-li totiZz n,n’ neutrdlni prvky, pak na jednu stranu
n+n' =n' (protoZe n je neutralni), ale na druhou stranu n xn’ = n (protoze n’
je neutralni), takze n = n'.

Necht n je neutralni prvek vzhledem k operaci x. Prvek inverzni k proku x € M
je takovy prvek y, pro néjz plati, ze xxy = yxx = n. V pripadé, Ze x je asociativni
operace, je opacny prvek k libovolnému prvku x € M nejvyse jeden. Jsou-li totiz
v,y dva takové prvky, uvazme vyraz yxx xy’. Obé jeho uzavorkovani daji stejny
vysledek. Pfitom (yxz)*y = nxy =1/, ale yx(xxy') = yxn =y, takze y = y/.

Nyni jiz mizeme definovat pojem grupy. Grupa je mnozina M spolu s aso-
ciativni binarni operaci %, ve které existuje neutralni prvek a ke kazdému prvku
existuje prvek inverzni. Pokud je operace * navic komutativni, mluvime o komu-
tativni nebo abelovské grupé.

Standardnim piikladem grupy je tfeba mnozina vSech redlnych (celjch, kom-
plexnich, racionélnich) ¢isel s operaci sé¢itani. Pfirozend ¢isla se séitanim grupu
netvoii (0 je neutralni, ale neexistuje skoro zadny inverzni prvek), a tieba celd
Cisla s ndsobenim rovnéz ne (1 je neutralni, ale inverzni prvky rovnéz neexistuji).
Ani v mnoziné racionélnich ¢isel neexistuje inverzni prvek k ¢islu 0 vzhledem k
operaci néasobeni (pro zadné racionélni y neni 0 - y = 1). Oproti tomu mnozina
vSech nenulovych racionalnich ¢isel jiz tvorii grupu vzhledem k operaci nasobeni.

Mnozina vSech matic danych rozmért je grupou vzhledem ke s¢itani. Grupou
je rovnéz mnozina vsSech regularnich ¢tvercovych matic fadu n s operaci naso-
beni. Pozadavek regularity je podstatny, protoze k zadné singularni matici by
neexistoval inverzni prvek. Spojité realné funkce tvoii grupu vzhledem ke sc¢itanti,
permutace dané mnoziny vzhledem ke skladani, atd. Relace na dané mnoziné
spolu s operaci skladani grupu netvori.

Pojem télesa zachycuje dvé grupy, definované na téze zakladni mnoziné. Jeho
prototypem je mnozina vSech redlnych ¢isel R s operacemi + a -. Dvojice (R, +)
je komutativni grupa s neutralnim prvkem 0, dvojice (R, -) ale grupa neni (stejné
jako u raciondlnich ¢isel chybi inverzni prvek k ¢islu 0). Z tohoto divodu v néa-
sledujici definici télesa pfistupujeme k neutralnimu prvku prvni operace s jistou
opatrnosti.

Necht mnozina M spolu s operaci & tvofi komutativni grupu s neutralnim
prvkem (dejme tomu) 0, a nechf na mnoziné M \ {0} je urCena dalsi bindrni
operace ®. Potom (M, ®, ®) je téleso, pokud (M \ {0}, ®) je rovnéz komutativni
grupa a navic plati distributivni zdkon:

rRY®z2)=(0y)d®(r®=2) (2.1)

pro kazdé z,y,z € M.
Mezi télesa patfl mnoziny vSech racionalnich, realnych a komplexnich ¢isel,
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vzdy se standardnimi operacemi sc¢itani a nasobeni. V nasledujicim oddilu budeme
hovotit o télesech, ktera sestavaji jen z konecného poctu prvki.

Vsimnéme si jesté, ze pojem vektorového prostoru neni prilis vzdalen od
pojmu abelovské grupy. D& se Fici, Ze vektorovy prostor je abelovska grupa (s
operaci s¢itani vektoru), na které je navic definovano nésobeni vektort prvky
daného télesa.

Cviceni
» 2.1 Najdéte grupu (G, x) o 4 prvcich, ve které pro kazdy prvek x plati zxz = 0.

» 2.2 [somorfismus grup (G,x) a (H, o) je bijekce f: G — H, které zobrazuje
neutralni prvek grupy G na neutralni prvek grupy G a mé tu vlastnost, ze pro
kazdé g,¢9' € G je

flaxd)=f(g) < f(d)
Ukazte, ze isomorfismus f zobrazuje inverzni prvek k libovolnému prvku g € G
na inverzni prvek k prvku f(g) (v grupé H).

» 2.3 Najdéte dvé konecné grupy stejné velikosti, které nejsou isomorfni (tj.
neexistuje mezi nimi isomorfismus).

2.2 Aritmetika modulo p

Pripomenme si, ze ekvivalence ~ na mnoziné X je relace na X, ktera je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni. Jsou-li na mnoziné X definovany néjaké operace, miize
byt prirozeny pozadavek, aby ekvivalence ~ navic zachovavala tyto dodatecné
operace. Takovym ekvivalencim se pak fika kongruence. My se zaméfime na jeden
konkrétni priklad: kongruence modulo p.

Necht p > 1 je ptirozené ¢islo. Definujme na mnoziné vSech celych ¢isel relaci
= (kongruenci modulo p) predpisem

x =y, pokud p déli rozdil z — y.

Je-1i pottfeba zdiraznit hodnotu ¢isla p, piSeme = = gmod p).

Fakt, ze se jedna o ekvivalenci, neni ani tieba dokazovat. Kazda z p tfid této
ekvivalence je tvofena vSemi ¢isly, které pti déleni ¢islem p davaji tentyz zbytek.
Proto se oznacuji jako zbytkové tridy modulo p. Ttidu obsahujici ¢islo x budeme
znacit jako [z], (jindy se pouziva znaceni Z,(r)) a o prvku z budeme mluvit jako
o reprezentantu této t¥idy. Je-li ¢islo p zfejmé z kontextu, piSeme misto [z] , brosté
[z]. MnoZina viech zbytkovych tifd modulo p se znaci Z/p. T¥dy [0], a [1] , které
maji svym zptsobem vyznacné postaveni, budeme znacit prosté 0 resp. 1.

Jak je naznaceno v tvodu tohoto oddilu, kongruence modulo p se chova
‘slusné’ k operacim s¢itani a nasobeni na celych ¢islech:
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Tvrzeni 2.1 Necht x =2’ ay =1y jsou celd ¢isla. Potom
r+y=2+y a vy=2y.

Dukaz. Z faktu x = 2/ plyne 2’ —x = pm, kde m je celé. Podobné ¢y —y = pn, n
celé. Potom (z'+9') — (x +y) = pm+pn = p(m+n), takze x+y = 2’ +7'. Stejné
tak 'y — xy = (x + pm)(y + pn) — zy = p(xn + ym + pmn), proto z'y’ = zy. O

Hlavnim dtvodem, proc¢ je tento fakt duilezity, je, Ze umoznuje prenést aritme-
tické operace z celych ¢isel na zbytkové tfidy, kde tak dostaneme tzv. aritmetické
operace modulo p. Necht ¢islo p je pevné dano, takZe jej nemusime explicitné
uvadét. Pro t¥idy [z] a [y], zadané pomoci svych reprezentantti, definujeme jejich
soucet @ a soucin ® predpisy

@yl = [z+y],
[zl @yl = [vy].

U podobné definice je vSak tieba ovértit jeji korektnost: nedostaneme pii jiné volbé
reprezentantt t¥id [z] a [y jiné vysledky? Kdyby ano, jednalo by se o Spatnou
definici.

Proto predpokladejme, Ze [z] = [2] a [y] = [¢/]. To samoziejmé znamend, ze
x =12 ay =1y Podle Tvrzeni 2.1 tedy x + 2’ = y + /. Pak ovSem musi byt
[z + y] = [¢/ + ¢/], takZe hodnota pFifazend souctu [z] @ [y] je na volbé reprezen-
tantil nezavisla. Podobné je tomu u operace ®.

Podivejme se pro konkrétnost na pfipad p = 7, tfeba na t¥idy [2], a [6],. Z
definice je

2, = {...,—5,2,9,16,...},
6, = {..,-1,6,13,20,...}.

Vsechny mozné soucty prvku z t¥idy [2], a prvku z tfidy [6], tvofi mnozinu
{...,—6,1,8,1522,...},

coz je pravé tiida [8],, takze je piirozené, ze jsme polozili [2],&[6], = [8],. Podobné
mnozina vSech soucini prvku ze tiidy [2], a prvku ze tiidy [6], tvoii pfesné t¥idu
12],.

Mnozina Z; ma 7 prvkd, které lze psat naptiklad jako [0],, [1],, ..., [6],. Pfi
pocitani modulo p mizeme v praxi vynechat symboly pro ttidy a pracovat pouze
s Cisly 0,1,...,p—1 (s tzv. dplnou soustavou zbytki modulo p), s tim, Ze vysledek
kazdé operace nahradime prislusnym zbytkem. Naptiklad pfi pocitani modulo 5
bychom tak mohli psat tfeba 3 @ 4 = 2 nebo 4 ® 3 = 2. Uplnou informaci o
aritmetice modulo 5 podava tabulka 2.1.
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01 2 3 4
© ®|1 2 3 4
00 1 2 3 4

111 2 3 4
111 2 3 4 0

212 41 3
212 3 4 0 1

313 1 4 2
313 4 0 1 2 Al4 3 2 1
414 0 1 2 3

Tabulka 2.1: Aritmetika nad Zs.

Véta 2.2 Pro libovolné p > 1:
(a) dvojice (Z,,®) je komutativni grupa,
(b) operace @ na Z, \ {0} je komutationi, asociationi a md neutrdlnt prvek,

(¢c) operace & na Z, je distributivni vzhledem k operaci ®, tj.
a®(bdc)=(a®b) ®(a®ec)
pro libovolné a,b,c € Z,,.

Dtikaz. Véta snadno plyne z vlastnosti aritmetickych operaci na celych ¢islech.
V &asti (a) je napiiklad operace @ komutativni, protoze

[al @[] =[a+b=[b+a]l=1[b]&[a].

Podobné dostaneme asociativitu. T¥ida [0] je zjevné neutralni vzhledem ke séitani.
Inverzni prvek ke tfidé [a] je t¥ida [—a).

Cast (b) se dokazuje zcela podobné. Cast (c) je opét disledkem distributivity
na celych ¢islech, protoze plati

[a]®<[b]69[c]> — [d®@b+d=]alb+c)]=lab+ad = [ab] @ [ad]
_ ([a]@[b])@([a]@[c]).

O

Je Z,, spolu s operacemi @ a ® télesem? Podle Véty 2.2 k tomu mnoho nechybi:
vlastné pouze to, aby ke kazdé nenulové t¥idé existoval inverzni prvek vzhledem
k nasobeni. Pak by totiz i (Z,,®) byla abelovska grupa. Ptame se tedy, kdy ke
tiide [x] € Z, existuje inverzni prvek vzhledem k nésobeni. Asi tomu tak nebude
vzdy; naptiklad pro p = 4 nenajdeme inverzni prvek ke tiidé [2],. Mame totiz
2]®[1] = [2], [2]®[2] = [0] a [2]®][3] = [2]. Na druhou stranu napiiklad Zs télesem
je, jak se lze presvédéit z vise uvedené tabulky operace ®. Uplnou odpovéd na
nasi otazku nabizi nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 2.3 Ke tridé [r] € Z, existuje inverzni prvek vzhledem k ndsobent, pravé
kdyZ r a p jsou nesoudélnd cisla.

Dikaz. Implikaci zleva doprava dokazeme sporem. Dejme tomu, Ze r i p jsou
délitelné ¢islem d > 1, a necht [s] je inverzni k [r], to jest [r] ® [s] = [1]. Z definice
je [rs] = [1], takze rozdil rs — 1 je délitelny ¢islem p, feknéme rs — 1 = pn, kde
n je celé. Pak ale

rs—pn =1,

pfi¢emz levé strana je délitelnd ¢islem d (které déli jak r, tak p). Proto musi ¢islo
d délit i jednicku na pravé strané, takze d = 1. Spor.

K dikazu opacné implikace predpokladejme, zZe ¢isla r a p jsou nesoudélna.
Uvazme p souc¢inu 1 -7, 2-r, ..., p-r. Tvrdime, Ze zadné dva z téchto soucini
nejsou kongruentni modulo p, tedy Ze ir # jr pro ruzné i, j. Predstavme si, ze
ir = jr pro néjaké i # j. Pak p déli r(i — j), a protoze s r je nesoudélné, musi
p délit rozdil i — j. (Tento fakt plyne napiiklad z jednoznac¢nosti rozkladu na
prvocisla.) Ov8em rozdil i — j je v absolutni hodnoté mensi nez p, takZe jedinou
moznosti je ¢+ = j, coz je spor s predpokladem.

V kazdé zbytkové tiidé modulo p tim padem lezi nejvysSe jeden soucin i - r,

kde i =1,...,p. TFid je ale (stejné jako soucinti) pfesné p, takze dokonce v kazdé
tiidé lezi pravé jeden tento soucin. Specidlné pro néjaké i je ir € [1]. Pak ale
[i] ® [r] = [ir] = [1], ¢ili [i] je hledany inverzni prvek ke t¥idé [r]. O

Z této véty jiz snadno plyne charakterizace cisel p, pro néz je Z, télesem.
Kazdé prvocislo p je nesoudé€lné s libovolnym cislem, které neni nasobkem p.
Na druhou stranu, pokud p neni prvocislo, pak se da psat jako p = a - b (kde
1 <a,b < p), apotom a,p jsou soudélna ¢isla. Shrnuto:

Dusledek 2.4 Mnozina Z, s operacemi ®© a ® je télesem, prdve kdyz p je prvo-
cislo.

Nabizi se jesté dalsi otazka. Vime, Ze Z, je téleso pouze pro prvociselna p.
Existuje téleso o neprvociselném poctu prvki, feknéme ¢tyiprvkové? Jak ukazuje
cvideni 2.8, odpovéd zni ano. Obecné plati véta, kterou nebudeme dokazovat, Ze
n-prvkové téleso existuje praveé tehdy, kdyz n je mocnina prvocisla.

Necht p je prvocislo. Vime-li, ze Z, je téleso, nic ndm nebrani uvazovat o
vektorovych prostorech nad timto télesem. Podobné jako jednim ze zakladnich
prikladt vektorového prostoru nad realnymi ¢isly je prostor R”, tvoreny n-ticemi
realnych cisel, zde jeho roli hraje vektorovy prostor

Z7 = {(a1...ay) : a; € Zy, pro kazdé i},
pricemz scitani 4+ a néasobeni skaldrem - jsou definovany ‘po slozkach’

(a1,...,a,) + (b1,...,b,) = (a1 ®b1,...,a, D by),

c-(ar,...,a,) = (c®ay,...,c® ay),
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kde ¢ € Z,. Vsimnéme si, Ze protoZe jednotlivé slozky vektori jsou prvky Z,,
sCitame je pomoci operace @ a nasobime pomoci operace ®.

V dalsich ¢astech prednasky se budeme casto setkavat se specidlnim ptripadem
této kontrukce, vektorovym prostorem Z7 nad Zs, jehoz prvky jsou n-tice nul a
jednicek.

Ve vektorovych prostorech nad konec¢nymi télesy lze provadét vsechny obvyklé
operace jako v realnych vektorovych prostorech, napriklad fesit soustavy rovnic.
Jako priklad fesme soustavu

r+2y+3z+4t =1

(2.2)
rT+y+22=0

0 4 neznamych nad télesem Zj (viz tabulka 2.1). Pro pfehlednost vynechavame
tiidové zévorky a aritmetické operace zapisujeme jako +, - (a nikoli &, ®).
Standardnim postupem vytvofime matici a prevedeme ji do kanonického tvaru:

1 2 3 4|1 1 1 1 2 3 4|1
112 0]0 0 4 011 41
1 4

0 1)’
pfi¢emz provedené tipravy jsou (po fadé): pfi¢teni ¢tyfnasobku prvniho fadku

k druhému, vynasobeni druhého radku ‘Cislem’ 4, a pricteni trojnasobku druhého
fadku k prvnimu. Zjistujeme, Ze FeSeni této soustavy maji tvar

2 3
4 4
01
11

N

{d+4z2+ 4w, 1 +4z+w,z,w) : z,w € Zs}.
Cviceni
» 2.4 Necht x,y € Z}. Kdy je i-ta slozka sou¢tu x + y nulova?
» 2.5 Kolik je feseni soustavy (2.2)?
» 2.6 Reste soustavu mod 3:

r+2y+t = 1
20 + 2z
2c+z4+t = 0

» 2.7 Napiste tabulky sc¢itani a nasobeni v télesech Zy a Z;.

» 2.8 Ovéite, ze mnozina {0,1,2,3} spolu s operacemi % a o, zadanymi pomoci
nasledujicich tabulek, je télesem. Ukazte, Zze tyto operace se lisi od scitani a
nasobeni na mnoziné Z,.
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*0 1 2 3
0/j0 1 2 3
111 0 3 2
212 3 01
313 2 1 0

» 2.9 * Necht a = d’ (mod b). Dokazte, ze plati
(a,0) = (a’,b),

kde (a,b) je nejvétsi spolecny délitel ¢isel a a b. Vyuzijte tento fakt k ndvrhu
algoritmu pro vypocet nejvétsiho spolecného délitele. (Jeden z takovych algoritmi
je znam jako Eukleidiv algoritmus.)

» 2.10 * Necht a a b jsou cela ¢isla (alesponl jedno nenulové). Dokazte, ze (a, b)
je nejmensi kladné cislo tvaru ax + by, kde z,y € Z.

» 2.11 Formulujte algoritmus na nalezeni koeficient = a y v rovnosti tm-+yn =
(m,n). (Uzijte Eukleidtiv algoritmus nebo vlastni algoritmus ze cviceni 2.9.)

» 2.12 Jak je mozné uzit Eukleidiiv algoritmus k nalezeni inverzniho prvku z 1
k prvku o € Z,7

» 2.13 Dokazte, ze pokud x =y (mod m), pak 2™ = y” (mod m) pro libovolné
prirozené n.

» 2.14 Dokazte, ze pokud x = y (mod m), celé ¢islo d déli = a y, a plati (d, m) =
1, pak
3 = % (mod m).

Je mozné predpoklad (d, m) = 1 vynechat?

» 2.15 Odvodte pravidla pro délitelnost ¢isly 3, 8, 9 a 11.



