Kapitola 1

Relace

Uvodni kapitola je vénovana dilezitému pojmu relace. Protoze relace popisuji
vztahy mezi prvky mnozin a navic jsou samy mnozinami, bude vhodné mnoziny
nejprve kratce pripomenout.

1.1 Struéné o mnozinach

Mnoziny patii k zakladnim matematickym objektim. V jistém smyslu je cela
matematika, jak ji dnes znadme, vystavéna na pojmu mnoziny. Vsechny ostatni
matematické objekty, at jde o prirozend ¢isla nebo spojité funkce, lze totiz mo-
delovat pomoci mnozin.

Komplikované vlastnosti mnozinového svéta jsou predmétem samostatného
oboru, tzv. teorie mnoZin. Nas ale v této pfednasce nebudou jemnosti této teorie
prili§ zajimat a postaci nam néasledujici intuitivni pohled na véc.

MnoZina je pro nas soubor navzajem riiznych objektt', které oznac¢ujeme jako
jeji pruky. Je-li a prvkem mnoziny X, piSeme a € X, jinak a ¢ X. MnoZina je bud
konecnd (mé-li koneény pocet prvki) nebo nekonecnd. Pocet prvki koneéné mno-
ziny X oznacujeme symbolem |X|. Sestava-li mnozina X z prvki xy, ..., zy, pi-
Seme X = {x1,...,2x}. Podobné napiiklad zapis X = {m € N : m je sudé ¢islo}
znamend, ze mnozina X je slozena ze vSech sudych pfirozenych ¢isel (symbol N
bude i nadale oznacovat mnozinu vSech pfirozenych ¢isel).

PodmnoZina mnoziny X je mnozina Y, jejiz kazdy prvek je také prvkem
mnoziny X. Je-li Y podmnozinou mnoziny X, piseme Y C X. Pro pocviceni ve
formalnim zapisu muzeme definici vyjadrit takto:

Y CX pravekdyz Vy:yeVY =ye X.

Vsimnéme si, ze prdzdnd mnoZina () (tj. mnoZina, kterd nemé zadné prvky) je
podle definice podmnozinou kazdé mnoziny.

! Netikédme uz ale, co to je objekt. V tom pravé spoéivéa intuitivnost naseho piistupu.
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Mezi pojmy prvek a podmnozina je zasadni a nékdy prehlizeny rozdil. Je-li
X = {1,2,3}, pak plati 1 € X, ale zdpis 1 C X neméd smysl, protoZe piirozené
¢islo 1 (alespori zatim) nepovazujeme za mnozinu. Podobné plati {1} C X, ale
neplati {1} € X. Dalsi podmnoziny mnoziny X jsou napiiklad @, {2,3} nebo X.

Jiny piiklad: plati § C 0, ale ) ¢ 0, protoze mnozina () zddné prvky neobsa-
huje.

S mnozinami lze provadét nasledujici zékladni operace. Prunik X NY sestava
ze vSech spolecnych prvkt mnozin X a Y, sjednoceni X UY ze vSech prvki
alespon jedné z mnozin X a Y, rozdil X —Y (psano také X \ Y) je slozen ze
vSech prvkd mnoziny X, které nejsou obsazeny v mnoziné Y. Kartézsky soucin
X X Y mnozin X a Y je mnoZina vSech usporadanych dvojic (z,y), kde z € X
ayeyY.

Cviceni
» 1.1 Napiste formalni definici sjednoceni, priniku a rozdilu mnozin.

» 1.2 Dvé mnoziny A, B jsou si rovny?, pokud maji piesné tytéZ prvky, tedy
pokud plati A C B a B C A. Dokazte pfimo z definic, Zze pro mnoziny A, B, C
plati

C—-(AUB)=(C—-A)n(C-DB).

» 1.3 Necht A je n-prvkova mnozina. Kolik m& podmnozin? Kolik z téchto pod-
mnozin mé sudy pocet prvka?

» 1.4 Pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny oznacujeme symbolem
(%) (¢teno ‘n nad k’). Cislim (}) se ¥ké kombinacni ¢isla.

(a) Vyjadiete (Z) jako vyraz v proménnych n, k. Urcete kombinacni ¢isla (g),
(), (0) 2 (o)-

(b) Dokazte, ze plati

(c) Dokazte

» 1.5 Spocitejte:

2Tento ‘oéividny fakt’ je vlastné definici rovnosti mnozin. V teorii mnozin jde o jeden ze
zékladnich axiom.
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(a)

» 1.6 Symetricky rozdil mnozin A, B definujeme predpisem
AANB=(A-B)U(B-A).

Dokazte podrobné:

(a) AAN(ANB)=A—-(ANB),

(b) AAN(AUB)=(AUB) - A.
» 1.7 Dokazte:

XCAUB < (X-A)CB < (X-AnN(X-B)=0.

» 1.8 Dokazte de Morganova pravidla:

(a) X —(AUB)=(X-A4)n(X — B),

(b) X—(ANB)=(X—-A)U(X - B).

» 1.9 Plati pro libovolnou ¢tvefici mnozin rovnost A x B = C' x D pravé tehdy,
kdyz A = C' a B = D? Jak se situace zméni, nahradime-li vSechny symboly
rovnosti ‘=" symbolem ‘C’?

1.2 Relace

Méjme dvé mnoziny XY a pfedstavme si, Ze kazdy prvek x € X mize (a nemusi)
byt ve ‘vztahu’ R s libovolnym poctem prvki y € Y. Na tento vztah nejsou
kladeny zadné dalsi podminky.

Ptirozenym zptsobem, jak takovy vztah popsat, je vyjmenovat vSechny dvo-
jice (z,y) prvki x € X a y € Y, které spolu jsou ve vztahu R. Pfipomeneme-li
si, ze kartézsky souc¢in X x Y je v oddilu 1.1 definovan jako mnozina vSech uspo-
rfadanych dvojic s prvnim prvkem z mnoziny X a druhym prvkem z mnoziny Y,
dostavame se k nasledujici definici pojmu relace:

Definice 1.1 Relace z mnoZiny X do mnoziny Y je libovolnd podmnozina R
kartézského soucinu X x Y.
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Takové relaci se tikad bindrni, protoze urcuje vztah mezi dvojicemi objekti.
Definici lze snadno zobecnit na n-drni relace (vztahy mezi n-ticemi prvki), ale
nas zajima predevsim binarni pripad.

Je-li dana relace R z mnoziny X do mnoziny Y, pak pro kazdou dvojici (z, y) €
R také piseme z R y (a ¢teme ‘prvek x je v relaci R s prvkem y’). Dany prvek
x € X ovSem nemusi byt v relaci R s zddnym prvkem mnoziny Y (v extrémnim
pfipadé muze byt relace R t¥eba prazdnd). Proto definujeme levy obor relace R
jako

L(R) = {x € X : existuje néjaké y € Y tak, ze z R y}
a podobné pravy obor
P(R) = {y € Y : existuje n&jaké x € X tak, ze z R y}

Piiklad 1.2 Vezméme si napiiklad mnoziny X = {2,3,5} a Y = {1,4,7,10}.
Jedna z relaci z mnoziny X do mnoziny Y pak vypada tfeba takto:

R =1{(2,4),(2,10), (5,10)}.

Relace R méa shodou okolnosti dosti pfirozeny popis; plati totiz, ze x je v relaci s
y, prave kdyz x déli y. To ale viibec neni podminkou: stejné tak je relaci z X do
Y tfeba mnozina {(2,4), (3,7), (5,1)}, u které zadny takovy popis asi nenajdeme.

Cviceni
» 1.10 Méjme mnoziny pfirozenych ¢isel A = {1,2,3,4} a B = {3,4,5,6}.
Urcete levy a pravy obor relace
R={(a,b):a>bac Abe B}

z mnoziny A do mnoziny B.
» 1.11 Necht A ={1,2,3,4}, B = {a,b,c} jsou dvé mnoziny. Uvazme nésledu-
jici relace z A do B:

R = {(17 a)7 (17 C)7 (27 b)’ (37 a)7 (37 b)? (47 b)’ (4’ c)’ (4) d)}

T ={(1,6),(1,¢),(3,a),(4,a)}.
Urcete mnoziny RUT, RNT, R — T a symetricky rozdil R A T. Jedna se ve
vSech pripadech o relace?
» 1.12 Méjme m-prvkovou mnozinu X a n-prvkovou mnozinu Y. Kolik je vsech
binéarnich relaci z X do Y? (Hadate-li m - n, prectéte si jesté jednou definici.)

» 1.13 Necht R a S jsou relace z mnoziny X do mnoziny Y. Rekneme, Ze relace
R implikuje relaci S, plati-li
rRy=xzSy

pro kazdé x € X a y € Y. Co to znamena o relacich R a S jakozto o mnozinach
usporadanych dvojic?
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1.3 Znazornéni relaci

Relaci R z minulého prikladu mizeme znézornit nékolika uziteCnymi zpusoby.
Na obr. 1.1a je zndzornén kartézsky soucin X x Y, v némz jsou plnymi krouzky
zvyraznény prvky relace R. Na obr. 1.1b pak jednotlivym prvkim mnozin X a
Y odpovidaji body, pricemz mnozina X je zobrazena vlevo a mnozina Y vpravo.
Dva body jsou spojeny carou, pokud jsou odpovidajici prvky v relaci R. Relace
R je tak znazornéna v podobé grafu, coz je pojem, kterym se budeme zabyvat v
pozdéjsich prednaskach.

Témto dvéma typim znazornéni relace R budeme tikat kartézské a grafové
znazornéni.
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Obréazek 1.1: Dva zpusoby zobrazeni relace: (a) jako podmnozina kartézského
soucinu, (b) jako graf.

Cviceni

» 1.14 Jak z obr. 1.1a a 1.1b pozname levy a pravy obor relace R?

» 1.15 Znazornéte obéma zpusoby relaci R ze cviceni 1.10.

1.4 Skladani relaci

Za chvili uvidime, Ze zobrazeni (funkce), jak je zndme z analyzy, jsou speciél-
nim piipadem relaci. Nasledujici definice skladani relaci je zobecnénim predstavy
skladani funkci.
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Definice 1.3 Necht R je relace z mnoziny X do mnoziny Y a S je relace z
mnoziny Y do mnoziny Z. Pak sloZeni relaci R a S je relace RoS C X X Z z
mnoziny X do mnoziny 7, definovana takto:

(x,2z) € Ro S, pravé kdyz existuje y € Y tak, ze t Ry ayS z,

kde x € X a z € Z. Vsimnéme si, ze slozeni relaci R.,S je definovano jen v
) )
pripadé, Ze relace R ‘konéi’ v mnoziné, kde S ‘zacind’.

Podivejme se na konkrétni pfiklad. Necht X = {1,2,3,4,5}, Y = {5,6,10}
a Z ={7,12,18,20}, a definujme relace R C X xY a S C Y x Z opét pomoci
délitelnosti (tedy napfiklad pro z € X ay € Y bude (z,y) € R, pokud = déli y).
V grafovém znézornéni relaci R a S dostaneme situaci na obr. 1.2a.

5 Ro S

20
4e

18
3

12
2

o7
1
X Y Z X 7

(a) (b)

Obrazek 1.2: (a) Relace R a S, (b) jejich slozeni.

Z definice skladani plyne, ze prvky x € X a z € Z budou v relaci Ro.S, pokud
se z x do z da prejit ‘po spojnicich’ pres néjaky prvek y € Y. Ovéite, ze Ro S
vypada jako na obr. 1.2b.

V tomto znazornéni relace je prihledny i dalsi pojem: inverzni relace.

Definice 1.4 Relace inverzni k relaci R C X x Y je relace R°! C YV x X,
definovana vztahem
y R~ 2 pravé kdyz x R y

prox e X,yeY.
V grafovém znéazornéni se pfechod k inverzni relaci projevi zrcadlovym oto-
¢enim obrazku podle svislé osy. Jak tomu bude v kartézském zndzornéni? (Cvi-

Cenf 1.18.)
Vezméme naprtiklad relaci S z obr. 1.2a. Relace inverzni k .S bude

S~1 = {(20,5), (12,6), (18,6), (20, 10)}
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a jedna se o relaci z mnoziny Z do mnoziny Y.

Necht je ddna mnozina X. Misto o ‘relaci z X do X’ mluvime prosté o relaci
na mnoziné X. Vsimnéme si, ze pro kazdé dvé relace na X je definovano jejich
slozeni. Vyznaénym piikladem relace na mnozin€ X je identicka relace

Ex ={(z,x): 2z € X}.

Co se stane, slozime-li relaci R C X xY s relaci k ni inverzni? Zjevné RoR™! je
relace na mnoziné X a ldkava hypotéza je, Ze je rovna identické relaci Ex. To ale
neni pravda, jak ukazuje t¥eba prazdna relace R = (), pro kterou je Ro R~! rovnéz
prazdnd. Obecné neplati ani jedna z inkluzi mezi Ex a RoR™!. (Viz cviceni 1.19.)
Podobné je tomu u opa¢ného poradi skladani, totiz pro relace R~ o R a Ey-.

Zalezi u skladani operaci na potadi? Obecné samoziejmé ano — pokud R je
relace z X do Y, a S je relace z Y do Z, pak Ro S je dobfe definovana relace,
zatimco S o R definovana neni.

Ovsem pokud R o S jsou relace na mnoziné X, pak tento problém nemuze
nastat. Ani tam ale nemusi byt RoS = S o R. Diikazem je tato situace: mnozina
X je dvouprvkova, X = {a,b}. Relace R C X x X sestéva z jediné dvojice (a, a),
zatimco S = {(a,b)}. Pak plati Ro S = {(a,b)}, zatimco S o R je prazdna.

Dalsim piikladem je tfebarelace T' = {(1, 2), (1, 3), (2, 3) } na mnoziné {1, 2, 3},
pro kterou plati T o T—1 # T~ o T. (Ovéite.)

TiebaZze u skladani relaci zalezi na jejich poradi (neni to tedy komutationi
operace), jednou péknou vlastnosti nas skladani prekvapi. Je totiz asociativni,
coz znamena, ze nezalezi na zpusobu, jakym relace uzavorkujeme. Pfesnéji to
vyjadruje nasledujici véta. Jeji ditkaz miize byt pii prvnim ¢teni ponékud obtizny,
vyplati se ale jej diikkladné prostudovat.

Véta 1.5 (O asociativité skladani relaci) Necht RC X XY, SCY xZ a
T C Z x W jgsou relace. Potom

Ro(SoT)=(RoS)oT.

Dikaz. K lepsimu pochopeni dikazu muze pomoci, budeme-li si relace R, S, T’
predstavovat v grafovém znazornéni jako na obr. 1.3.

Dejme tomu, ze x € X a w € W jsou spolu v relaci Ro (SoT). Podle definice
slozeni relaci R a SoT to znamend, Ze existuje y € Y tak, ze t Ry ay(SoT) w.
Opét z definice slozeni relaci S a T existuje z € Z tak, ze y S z a zT w.

Jinak feceno, pokud z(Ro (SoT)) w, pak existuji y € Y a z € Z tak,
7ze tRySzTw (tj. v nasem obrazku lze z  do w pfejit ‘po spojnicich’ zleva
doprava). A tato implikace plati i obracené, coZ plyne piimo z definice skladéni.

Stejné se dokaze, ze x ((RoS)oT) w, pravé kdyz existuji y € Y a z € Z
tak, ze v Ry S 2T w. To ovSem znamend, ze plati © (Ro (S oT)) w, pravé kdyz
plati z (R o S) o T') w, protoze obé tato tvrzeni jsou ekvivalentni téze podmince.
Z toho uz vyplyva dokazovana véta. O
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Obrazek 1.3: Tlustrace k dikazu véty 1.5.

Cviceni

» 1.16 Jak vypada relace Ex ve znazornénich z obr. 1.17
» 1.17 Je-li R relace na X, jak vypada slozeni Ro Ex a Ex o R?
» 1.18 Jak se lisi kartézské zndzornéni relace R a inverzni relace R~17

» 1.19 Najdéte mnozinu X a relaci R na X s vlastnosti:
(a) RoR™! C Fy,
(b) Ex CRoR™,
() RoR™'# R0 R,

(d) RoR"'=R1'oR.

» 1.20 Méjme dvé relace R a S na mnoziné X s vlastnosti L(R) = P(S) a
L(S) = P(R). Jsou pak R a S zdménné, tj. plati pak RoS = S o R?

» 1.21 Nechf R, S, T jsou binarni relace na mnoziné X. Dokazte podrobné:
(a) (RNS)t=R1tnNnS,
(b) (RUS)oT =(RUT)o(SUT).

Zustane vztah (b) v platnosti, nahradime-li v ném vSechny symboly sjednoceni
za prunik?
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1.5 Zobrazeni

Zobrazeni je specidlnim piipadem relace.

Definice 1.6 Zobrazeni (nebo také funkce) z mnoziny X do mnoZiny Y je relace
f C X xY, pro kterou plati, ze pro kazdy prvek x € X existuje prdave jeden prvek
y € Y tak, ze (z,y) € f. SkuteCnost, ze f je zobrazenim z X do Y, zapisujeme
jako f: X — Y.

Pro x € X nazyvame ono jediné y hodnotou zobrazeni f v bodé x a piSeme
f(x) = y. Rikdme také, Ze prvek x je vzorem prvku y pii zobrazeni f. Nepiehléd-
néme, ze libovolny prvek miize mit vice vzort.

Napfiiklad relace f z mnoziny X = {1,2,3,4} do mnoziny Y = {a,b,c,d} na
obr. 1.4 je zobrazenim. Plati tfeba f(3) = a atd.

4 d
3 oC

b
1 a
X Y

Obréazek 1.4: Zobrazeni f: X — Y.

Zobrazeni mohou mit nékolik dilezitych vlastnosti.

Definice 1.7 Zobrazeni f: X — Y je
e proste, pokud kazdé y € Y ma nejvyse jeden vzor pii zobrazeni f,
e na, pokud kazdé y € Y ma alespon jeden vzor pfi zobrazeni f,

e vzdjemné jednoznacné (jinak téz bijekce), pokud je prosté a na.

Zobrazeni f z obr. 1.4 neni ani prosté, ani na, nebot prvek ¢ nemé vzor,
zatimco a mé hned dva.

Co se stane, utvorime-li inverzni relaci k néjakému zobrazeni f : X — Y7
Tato inverzni relace f~! je vzdy definovana (je dokonce definovéna pro libovolnou
relaci), ale nemusi to byt zobrazeni (viz cviceni 1.22). Pfikladem je tfeba pravé
zobrazeni f z obr. 1.4.
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Cviceni
» 1.22 Ukazte, Ze inverzni relace f~! k zobrazeni f : X — Y je sama zobraze-
nim, pravé kdyz f je bijekce.

» 1.23 Nechf f: X — Y a ¢g: Y — Z jsou dvé zobrazeni. Dokazte, ze f o g je
zobrazeni.

» 1.24 Necht N je n-prvkova mnozina a M je m-prvkova mnoZina. Urcete pocet:
(a) zobrazeni mnoziny N do mnoziny M,
(b) prostych zobrazeni N do M,

(c) zobrazeni N na M,
)

(d) bijekci mezi N a M.
» 1.25 Najdéte priklad funkce f: N — N, ktera
(a) je prostd, ale neni na,
(b) je na, ale neni prosta.
» 1.26 (a) Je-li go f funkce na, musi f byt na? Musi g byt na?
(b) Je-li g o f prosta funkce, musi f byt prosta? Musi g byt prosta?

» 1.27 Necht p: Y — Z je prosta funkce. Ukazte, Ze pro funkce f,g: X — Y
plati, Ze pokud po f = po g, potom f = g. Najdéte analogicky fakt pro funkci p,
ktera je na.

» 1.28 Dokazte, ze funkce f je jakozto relace na mnoziné X:
(a) reflexivni, pravé kdyz f je identicka funkce,
(b) symetrickd, pravé kdyz f je bijekce a f = f~1,

(¢) tranzitivni, pravé kdyz pro viechnay € f(X) platiy € f~'(y), kde f~!(y) =
{reX: fz) =y}

Jak je mozné charakterizovat antisymetrické funkce?

» 1.29 Mgjme funkce f: S — T, g: T — S. Rekneme, Ze g je pravd, resp. levd
inverzni funkce k f, plati-li fog = Ep, resp. go f = Es. Dokazte, ze funkce f je:

(a) injektivni, pravé kdyz f mé pravou inverzni funkci,

(b) surjektivni, pravé kdyz f ma levou inverzni funkci,
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(c) bijektivni, pravé kdyz méa pravou i levou inverzni funkci a tyto funkce jsou
shodné.

» 1.30 Relace R C A X B je:
(a) funkce, pravé kdyz R™! je funkce,
(b) bijekce, pravé kdyz R™! je bijekce,
Dokazte.
» 1.31 Dokazte, ze pro bijekce f: X — Y a ¢g: Y — Z plati:
(a) Ex = fof™,
(b) By = ftof,
(c) fog je bijekce.
» 1.32 Najdéte bijekci:
(a) mnoziny sudych celych ¢isel 2Z na mnozinu celych ¢isel Z,
(b) mnoziny celych ¢isel Z na mnozinu kladnych celych ¢isel N7,

(c) mnoziny vSech racionalnich ¢isel Q na mnozinu N.

» 1.33 Dokazte, ze funkce f: N x N — N definovana predpisem f(m,n) =
3" - 2™ je bijekce.

1.6 Znazornéni relaci na mnoziné X

Pro tuto chvili opustime relace z mnoziny X do mnoziny Y a budeme se vénovat
vyhradné relacim na jediné mnoziné X. Pro takové relace mame k dispozici jesté
nékolik typl zndzornéni. Vezméme si jako piiklad relaci R na mnoziné X =
{a,b,c,d, e, f} definovanou vztahem

R ={(a,a),(f, f);(a,c), (a,e), (b, d), (b, f), (f; ), (e, a), (¢, €) .

U maticového znazornéni relace R sestrojime matici, feknéme M (R), jejiz
fadky (a praveé tak sloupce) jednoznacné odpovidaji prvkiim mnoziny X. V matici
M (R) bude na fadku odpovidajicim prvku z a ve sloupci odpovidajicim prvku y
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jednicka, pokud x R y, a v opac¢ném piipadé tam bude nula. Pro vyse uvedenou
relaci R dostaneme matici

1 01 010
000101
000010
M(R) = 0 00O0O0OO0]|’
1 00 000
001 001
v niz fadky odpovidaji shora dolii (a sloupce zleva doprava) prvkim a, ..., f.

Dalsi variantou je znazornéni v podobé orientovaného grafu. Idea je podobna
jako u grafového znazornéni, ovSsem s tim, ze nyni miizeme usetfit jednu mnozinu
bodt. Kazdy prvek mnoZiny x bude nyni zastoupen jen jednim bodem (a ne
dvéma, jako by tomu bylo na obr. 1.1b). Vztah = R y znidzornime Sipkou z bodu
x do bodu y. Vysledek pro vyse uvedenou relaci R je na obr. 1.5.

e d

b

Obrazek 1.5: Relace R jako orientovany graf.

1.7 Vlastnosti relaci

Vzhledem k obecnosti pojmu relace je prirozené, ze se relace dale déli podle toho,
zda maji nebo nemaji urcité zakladni vlastnosti.

Definice 1.8 Relace R na mnoziné X je
e reflexivni, pokud pro kazdé x € X plati x R x,
o symetrickd, pokud pro kazdé z,y € X,

rRy=yRux,

e slabé antisymetrickd, pokud pro kazdé z,y € X,

xRy a yRx =z =y,
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e tranzitivni, pokud pro kazdé x,y,z € X,

xRy a yRz=2R z.

Tyto vlastnosti vétsinou maji srozumitelnou interpretaci v jednotlivych zna-
zornénich relace R. Uvazme tieba znazornéni pomoci orientovaného grafu. Re-
flexivni relaci pozname podle toho, ze v tomto orientovaném grafu je u kazdého
z bodi ‘smycka’, u symetrické relace ma kazda z ¢ar svou dvojnici v opacném
sméru, atd. (Déle viz cviceni 1.38.)

Priklad 1.9 Uvazme relaci S, definovanou na mnoziné kladnych redlnych ¢isel
R™ pfedpisem

xSy prave kdyz 2z <y.

Tato relace neni reflexivni, protoZze dokonce pro zddné x € R™ neni 22 < z. Neni
ani symetrickd (stac¢i uvazit x = 1,y = 3), a to do té miry, Ze je dokonce slab&®
antisymetricka. Kdyby totiz 2x < y a 2y < x, pak bychom dostali 4x < x, coz
je na R* nemozné. Zadna dvojice tedy nespliiuje predpoklad implikace v definici
antisymetricnosti. Relace S je také tranzitivni: pokud 2z < y a 2y < z, pak
20 < z/2 a tedy 2z < z.

Situace se dramaticky zméni, pokud uvazujeme relaci S’ zadanou stejnym
predpisem, ale na mnoZiné zapornych realnych ¢isel R~. Relace S’ totiz je re-
flexivni a neni slabé antisymetricka (dokazte!). Neni ani tranzitivni, jak ukazuje
trojice v = —2,y = —3, 2z = —4, pro kterou mame 2z < y a 2y < z, ale neplati
2x < z.

Cvicdeni

» 1.34 Necht X C Z je néjakd mnozina celych ¢isel. Relace délitelnosti na X
je mnozina vsech dvojic (z,y) € X? takovych, ze x déli y (tj. existuje k € Z
s vlastnosti kx = y). Dokazte, Ze relace délitelnosti je slabé antisymetricka na
mnoziné pfirozenych ¢isel N, ale ne na mnoziné nenulovych celych ¢isel Z — {0}.

» 1.35 Rozhodnéte, zda relace S v nasledujici tabulce jsou na prislusnych mno-
zinadch X (1) reflexivni, (2) symetrické, (3) slabé antisymetrické, (4) tranzitivni.
Kladné odpovédi dokazte, zaporné dolozte protiprikladem.

31 silné, ale tento pojem jsme zatim nedefinovali.
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mnozina X xSy, pokud. ..
(a) R <y
(b) R r <y
(c) rovina R? vzdélenost bodii z a y je < 1
(d) pfimky v R? x je rovnobézna s y
(0 1,2,3,4) (5,9) € {(1,1),(2,3),(3,2), (3,4), (4,3)}
(f) pfirozena ¢isla N x déli y
(g) nenulova cela ¢isla Z — {0} x déli y
(h) uzavieny interval [0, 1] r+y<zxy
(i) N <y
() 0.1 <y
(k) R x <2y
(1) R r—y€l.

» 1.36 Je libovolna tranzitivni a symetrickd relace na néjaké mnoziné nutné
reflexivni?

» 1.37 Dokazte, Ze je-li relace na mnoziné symetricka i antisymetricka, je nutné
tranzitivni. Charakterizujte tyto relace.

» 1.38 Jak pozname z maticového znazornéni, zda je relace reflexivni a symet-
ricka?

» 1.39 Dokazte, ze relace R na mnoziné X je tranzitivni, pravé kdyz Ro R C R.

» 1.40 Necht R je relace na mnoziné X. Tranzitivni uzavér relace R je relace
R* (rovnéz na X) sestévajici ze vSech dvojic (x,y), pro které lze najit konecny
pocet prvki zq,..., 2, s vlastnosti

rRz1R2 R ... Rz Ry.
(Tento zkréceny zapis samoziejmé znamend = R z1, 21 R 23 atd.) Dokazte, Ze

(a) R* je tranzitivni relace,

(b) je to dokonce nejmensi tranzitivni relace na X obsahujici R. (Pfesnéji: po-
kud T je tranzitivni relace na X, kterd obsahuje relaci R, pak také R* C T.)

» 1.41 Necht relace R na mnoziné X je reflexivni (symetrickd, antisymetricka,
tranzitivni). Je pak R~! také reflexivni (symetrickd, antisymetricka, tranzitivni)?
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1.8 Ekvivalence a rozklady

Vyznacné misto mezi relacemi maji ekvivalence.

Definice 1.10 Ekvivalence na mnoziné X je relace R na mnoziné X, ktera je
reflexivni, symetrickéd a tranzitivni.

Priklad 1.11 Dobry ptiklad ekvivalence se objevil ve cvideni 1.35. Necht X je
mnozina vSech pfimek v roviné. Definujme na X relaci R predpisem

(p,q) € R pravé kdyZz p a g jsou rovnobézné piimky.

ekvivalence.

Priklad 1.12 Dulezitym prikladem ekvivalence, ktery se nam bude hodit v pristi
kapitole, je kongruence modulo p. Jde o relaci na mnoziné celych ¢isel Z. Zvolme
pevné celé ¢islo p a definujme relaci = na Z predpisem

x =y pravé kdyz pdéli z —y.

(Pfipomernime, Ze p déli x — y, pokud x — y = pk pro néjaké k € Z.)

Relace = je reflexivni, protoze p jisté pro kazdé x déli ¢islo v —x = 0. Je také
symetrickd, nebot pokud x —y = kp, pak y — z = (=k) - p.

Dokazme, ze = je tranzitivni. Méjme z,y, z s vlastnosti x = y a y = 2. Je
tedy x —y = kp a y — z = {p pro néjaké k, £. Pak ovsem

v—z=(@—-y)+y—=2)=kp+lp=pk+I)
a x = z. Tim je tranzitivita dokazana. Relace = tedy skutecné je ekvivalence.

Relacim, které jsou pouze reflexivni a symetrické (a nemusi byt tranzitivni)
se nekdy tika tolerance.

Priklad 1.13 Necht X je mnozina vSech k-tic nul a jednicek, kde k& > 2. Dvé
k-tice jsou v relaci R, pokud se lisi nejvyse v jednom symbolu. Takova relace R
je toleranci, nikoli v8ak ekvivalenci (ovéite!). Jak je tomu pro k = 17

Ekvivalence tizce souvisi s pojmem rozkladu mnoziny.

Definice 1.14 Nechf X je mnozina. (Neusporadany) soubor podmnozin { X, };c;
mnoziny X je rozklad mnoziny X, pokud mnoziny X; jsou neprazdné, navzajem
disjunktni a jejich sjednocenim je celd mnozina X. Mnoziny X; nazyvame tridy
rozkladu {X; }ier.
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Obrézek 1.6: Rozklad mnoziny {1,2,3,4,5,6}.

Soubor S = {{1,3},{6},{2,4,5}}, zndzornény na obr. 1.6, je napiiklad roz-
kladem mnoziny X = {1,2,3,4,5,6}, zatimco soubory {{1,2,3},{1,4,5},{1,5,6}}
a {{1,2},{3,4,5}} nikoli. Zdiraznéme, ze u rozkladu nezalezi na poradi, ve kte-
rém jsou jeho t¥idy uvedeny, takze soubor {{2,4,5},{6},{1,3}} je totozny s
rozkladem S.

Véta 1.15 FEkvivalence na X jednoznacne odpovidaji rozkladim X .

Duikaz. Ukéazeme, jak dané ekvivalenci ~ na mnoziné X ptifadit rozklad X/ ~
mnoziny X. Pro x € X definujme tridu prvku x predpisem

[Zl.={y e X 1z ~y}.

Misto [z]. budeme psat stru¢néji [z].

Tvrdime, Ze pro z,y € X jsou t¥idy [z], [y] bud shodné nebo disjunktni.
Dejme tomu, Ze nejsou disjunktni, tedy existuje z € [z] N [y].

Vezméme libovolny prvek z’ € [z]. Mame x ~ 2’ a ze symetrie také =’ ~ x.
Protoze z € [z], je rovnéz x ~ z, takZe z tranzitivity plyne 2’ ~ z. Konecné z
faktu z € [y] dostaneme y ~ z, takZze z ~ y a z tranzitivity =’ ~ y. Jinymi slovy
2’ € [y]. Ukazali jsme, Ze kazdy prvek 2’ t¥idy [z]| je rovnéZ prvkem tfidy [y].
Totéz ale plati i naopak (diikaz je stejny), takze [x] = [y]. To jsme chtéli dokéazat.

Vezmeme-li tedy soubor mnozin X/~ = {[z]} .y (ktery obsahuje kazdou
tfidu pouze jednou!), dostaneme systém disjunktnich podmnozin mnoziny . Diky
reflexivité je kazda t¥ida neprazdné (protoze x € [z]) a sjednocenim vSech t¥id je
mnozina X . Jednd se tedy o rozklad mnoziny X.

Je-li naopak dan rozklad {X;},., mnoziny X, definujme relaci R pfedpisem

xr Ry, pokud x a y jsou prvky téze mnoziny X;.

Relace R je takika z trividlnich divodt ekvivalenci (pro¢?).
K dokonceni diikazu zbyva si v§imnout, ze pokud podle vyse uvedenych pted-
pisu prifadime néjaké ekvivalenci ~ rozklad a tomu zase ekvivalenci, dostaneme
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pravé vychozi ekvivalenci ~. Podobné je tomu, vyjdeme-li od rozkladu. Popsana
korespondence mezi rozklady a ekvivalencemi tedy opravdu predstavuje vzajemné
jednoznac¢ny vztah. O

Tridy rozkladu, ktery odpovida ekvivalenci ~, se nazyvaji tridy ekvivalence

Priklad 1.16 Uvazme relaci R na mnoziné {1,...,6} s nasledujicim maticovym
znazornénim:

101000

010110

101000

M(F) = 010110 ]|’
010110
000001

(Radky i sloupce odpovidaji po fadé prvkim 1,...,6.) Ovéite, Ze se jedna o
ekvivalenci. Sestrojime-li pfislusny rozklad jako v dikazu véty 1.15, dostaneme
praveé rozklad na obr. 1.6.

Cviceni

» 1.42 Dokazte: slozeni R o S ekvivalenci R a S je ekvivalence, pravé kdyz R a
S jsou zaménné (tj. Ro S = So R).

» 1.43 Definujme relaci ~ podobné jako = v prikladu 1.12, s jednim malym
rozdilem:

x ~ 1y prave kdyz existuje prirozene k tak, ze v — y = kp,
kde k pfirozenym ¢islim fadime i nulu. Je relace ~ ekvivalence?

» 1.44 Dokazte, ze prinik libovolného souboru ekvivalenci na dané mnoziné X
je rovnéz ekvivalence.

» 1.45 Necht R a S jsou ekvivalence na mnoziné X. Rozhodnéte, které z nésle-
dujicich relaci jsou nutné také ekvivalence:

(a) RUS,
(b) R—S5,
(c) RoS.

» 1.46 Zjistéte, zda nésledujici relace na mnoziné R? jsou ekvivalence, a pii-
padné najdéte geometrickou interpretaci jejich tfid. U kazdého pripadu je uve-
dena podminka pro to, aby dvojice (z,y) a (z,w) z mnoZiny R? byly spolu v
relaci.
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(a) Yy—r=w-—z3,
(b) y — kx =w — kz (kde k € R),
(c) 2% +4y* = 2% + 4uw?.

» 1.47 Necht R™*" je mnozina vSech realnych matic o rozmérech n x n. Pro dvé
takové matice A, B definujme*

A=~ B, pokud A a B mayji stejnou hodnost,
A~ DB, pokud A a B jsou podobné matice.

Ukazte, ze obé tyto relace jsou ekvivalence na R™*", a urcete pocet jejich trid.
» 1.48 Nakreslete relaci R z prikladu 1.16 jako orientovany graf.

» 1.49 Matici M(R) z ptikladu 1.16 je mozné prohozenim dvou fadku a dvou
sloupcti prevést do velmi specidlniho ‘blokového’ tvaru. Pokuste se tento tvar
definovat, a na tomto zakladé formulovat obecnou charakterizaci ekvivalenci ve
tvaru ‘R je ekvivalence, pravé kdyz M (R) mé prerovnani do blokového tvaru’.
Jak souvisi blokovy tvar s tfidami ekvivalence?

4Pfipometime, Ze A a B jsou podobné, pokud existuje matice P s vlastnosti B = PAP™!, a
ze hodnost matice je maximalni pocet linedrné nezavislych radek.



